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LES  ZÉROS  ET  LES  LXFliSIS  DES  INTÉGRALES 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES. 


IMRODUCTION. 

Dans  ce  travail,  je  traite  quelques  questions  concernant  l'étude  di- 
recte des  zéros,  des  infinis,  des  niaxima,  des  niinima,  etc.,  des  inté- 
grales des  équations  différentielles  algébriques,  et  j'applique  les  ré- 
sultats trouvés  à  l'étude  des  intégrales  en  me  plaçant  au  point  de  vue 
de  la  théorie  généi'alo  des  fonctions. 

Lorsque  dans  l'intégrale  générale  y(/t',  C,,  . . .,  C^)  d'une  équation 
dilTérentielle  d'ordre  p,  on  fait  varier  les  constantes  d'intégration 
C,,  . . .,  C^,  les  valeurs  de  .r  qui  annulent  cette  intégrale,  celles  qui  la 
rendent  infinie,  celles  qui  la  rendent  niaxima  ouminima,  olc. ,  varient 
ffenéra/emen/  ai-ec  les  constantes  d'intégration.  D'une  manière  générale, 
lorsqu'on  fait  varier  une  constante  quelconque  C,  figurant  dans  l'ex- 
pression de  l'intégrale  générale,  les  valeurs  x  =  a-„  qui  annulent  une 
combinaison  donnée  W{x,y,Y',  ...,.v'*')  de  la  variable  indépendante.^, 
de  l'intégrale/  et  de  plusieurs  de  ses  dérivées,  varieront  aussi.  A  une 
courbe  donnée  quelconque  F,  dans  le  plan  de  la  constante  C,  correspon- 
dent une  ou  plusieurs  courbes  A,  dans  le  plan  desa^o,  de  telle  sorte  que, 
P.  I 


(  ^^  ) 

si  l;i  (■onstaiilc  ('.,  décrit  la  comi»'  P,,  uni'  valeur  j-„  décrira  l'une  des 
coiirlies  A,. 

On  peut  se  projioser  de  ciiereliei'  les  coiidiliDiis  pour  ([lie  cescourhes 
A,  se  réduisent  à  des  points  isolés,  c'est-à-dire  les  conditions  pour  (jue 
les  valeurs  .>•„  ne  varient  pas  avec  les  constantes  d'intégration,  et  dans 
ee  cas  les  calculer  toutes. 

('e  prohli'Mie,  une  l'ois  la  coinhinaison  W  doniuM',  se  rani('U(>  à  la 
re(du'rclie  des  i-niidilions  pour  (lia-  les  zc'fos  on  /es  injiiHs  de  l'i/ilégralc 
m'iiéralc  d' une  é(jU(itinii  dijfcrenliclk  />e  varient  pas  avec  les  constantes 
d'Intégration,  et  au  calcul  direct  des  zéros  ou  des  infinis  de  cette  iiité- 
giale  générale,  problèmes  déjà  suffisamment  intéressants  par  eux- 
mêmes.  JM.M.  Fuclis,  Poincaré,  Picard  et  Painlcvé  se  .sont  occupés  de 
|iroIili'mes  analogues  concernant  les  points  criti(|ues  algébriques  et  les 
siniiularités  transcendantes  de  l'intégrale  générale.  Si  le  l'ait  de  la  fixité 
des  singularités  est  d'une  importance  capitale  au  point  de  vue  de  la 
théorie  des  fonctions,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  (|ue  le  fait  de  la  tixité 
(les  valeurs  désignées  par  .r„,  joint  ii  celui  de  latixilé  des  singularités 
transcendantes,  peut  avoir  une  grande  importance  dans  les  ap|)lications 
des  équations  dilTérentielles.  Dans  ces  applications,  en  efi'et,  certaines 
particularités  telles  i|ue  les  maxima,  les  minima,  les  zéros,  les  asym- 
ptotes de  la  courbe  (|ui  représente  un  phénomène  physique  ou  méca- 
ni(|ue,  sont  souvent  ce  (|u'il  importe  le  plus  de  connaître. 

Je  donne  la  solution  complète  du  problème  dans  le  cas  des  équations 
algébriques  du  premier  ordre.  Les  conditions  nécessaires  et  suflisantes 
pour  ([ue  les  zéros  ou  les  intinis  de  l'intégrale  générale  ne  varient  pas 
avec  la  constante  d'intégration,  sont  très  simples,  et  il  est  toujours  fa- 
cile de  vérifier  si  elles  sont  rem|(lies  pour  une  équation  donnée.  Si  les 
zéros  (ou  les  inliuis)  sont  lixes,  j'indi(jue  le  moyen  de  les  calculer 
tous,  et  les  méthodes  de  Briot  et  Houquet  permettent  alors  de  trouver 
leurs  ordres  dans  le  cas  où  ces  ordres  existent  et  d'étudier  l'intégrale 
dans  leur  voisinage.  S'ils  s(uit  mobiles,  je  donne  le  moyen  de  ti'ouver 
leurs  ordies,  (jui  sont  toujours  des  nombres  commeusurables.  (le  cal- 
cul se  fait  gra|»hi(iuement,  d'une  manière  très  commode,  au  moyen 
d'un  certain  polygone  dont  la  construction  n'exige  que  la  connaissance 
des  exposants  de  v  et  y'  dans  le  premier  membre  de  l'équation,  mis 
sous  la  l'orme  d'un  j»olyuome  en  y  et  v'.  La  considération  de  ce  poly- 
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gone  s'introduit  d'une  façon  naturelle  danscette  étude,  coninie  on  peut 
s'en  rendre  compte  par  les  ihéorènies  suivants  : 

Pour  que  l'intégrale  ail  des  zéros  mobiles  cV  ordre  \,  il  faut  et  ilsuffit 
que  ce  poly'p;one  ait  un  côté  de  coefficient  angulaire  \; pour  qu'elle 
ait  des  infinis  mobiles  d'ordre  A,  il  faut  et  il  suffit  que  le  polygone 
ait  un  côté  de  coefficient  angulaire  —  /.. 

Dans  le  cas  des  équations  d'ordre  supérieur,  il  m'a  été  impossilile 
de  donner  une  solution  aussi  complète  du  problème.  Néanmoins,  je 
donne  des  conditions  suffisantes  pour  que  les  zéros  ou  les  infinis  de 
l'intégrale  soient  lixes,  en  supposant  les  singularités  transcendantes 
des  intégrales  envisagées  fixes;  les  théorèmes  ainsi  énoncés  trouvent, 
par  exemple,  leur  application  dans  l'étude  des  intégrales  méromorplies 
de  l'équation,  pour  lesquelles  les  difficultés  relatives  aux  singularités 
transcendantes  ne  se  présenteront  pas.  J. es  conditions  suffisantes  ainsi 
trouvées  sont  plus  compliquées  que  dans  le  cas  des  équations  du  pre- 
mier ordre,  mais  il  est  toujours  facile  de  vérifier  sur  l'équation  dili'é- 
l'cntielle  elle-même  si  elles  sont  remplies  ou  non.  Cette  vérification  se 
réduit  à  la  construction  d'un  polygone  analogue  à  celui  du  cas  des 
équations  du  premier  ordre  et  à  la  recherche  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique  (dépendant  de  l'équation  dilTérentielle  donnée),  com- 
pris dans  un  intervalle  réel  donné  ou  dans  une  bande  limitée  par  deux 
droites  dans  le  plan  des  imaginaires.  Les  coefficients  angulaires  des  côtés 
du  polygone  et  certaines  racines  de  cette  équation  algébrique  représen- 
tent les  seuls  ordres  possibles  des  zéros  et  des  infinis  mobiles  de  l'inté- 
grale (').  Ces  ordres  peuvent  être  invariables  (commensurables  ou  in- 
commensurables), ou  même  imaginaires,  ou  dépendre  des  constantes 
d'intégration;  j'indique  des  contlitions  suffisantes  pour  qu'ils  soient 
tous  invariables,  comme  dans  le  cas  du  premier  ordre. 

Les  applications  que  l'on  peut  Aiire  des  résultats  ainsi  obtenus  sont 
nombreuses  et  variées.  J'en  donne  quelques-unes  dans  ce  travail. 

Le  travail  est  partagé  en  deux  Parties,  la  première  concernant  les 

(')  Mais  (111  ne  sait  pas  alors  en  général  s'il  n'exisle  pas  des  points  .r  mobiles  où  .)■ 

,     (Ir   . 
s  annule,  -^  ctanl  indeterraniee. 

«X' 
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(■'(|ii;ili()iis  (lu  pi'ciiiii'r  ordre  cl  la  scromlc  les  (■(jualions  d'oi-di'c  siipé- 
lii'iir. 

Dans  le  prciiiicr  Cliapilfc  (le  la  prcmiiTc  Partie,  j'rlahlis  les  rdiuli- 
lioiis  nécessaires  el  suftisanles  ponr  (|iie  l(!s  zéros  ou  les  intinis  de  i'in- 
légraie  générale  s()i('n(  iiidépeiidanls  de  la  constante  d'intégration,  et, 
dans  le  cas  où  ils  sont  mobiles,  je  donne  le  moyen  de  calculer  leurs 
fU'dres. 

Dans  le  second  (".liapifre,  j'expose  (]uel(|ues  applications  des  prin- 
cipes précédenis. 

E\t  premier  lieu,  \  ieunent(|uel(|ues  applications  des  lliéorèmcsdu  pre- 
mier (iiiapilre  aux  singularités  de  l'intégrale  générale.  Les  singularités 
transcendantes  de  l'intégrale  ne  varient  jamais  avec  la  constante  d'inté- 
gration, d'après  un  théorème  de  M.  Painlcvé.  M.Fuclisa  donné  les  con- 
ditions pour  qu'il  en  soit  de  même  des  points  critic|ucs  algébriques, 
et  il  suf'tlt  do  modifier  légèrement  les  conditions  de  M.  Fiiclis  i)oui' 
avoir  celles  de  la  fixité  de  toutes  les  singularités  possil)les,  y  compris 
les  pôles.  Lorsijiu'  ces  conditions  sont  lemplies,  l'équation  s'intègre 
par  des  opérations  algébriques  ou  par  deux  quadratures  au  plus. 

.l'applique  ces  conditions  à  certains  types  généraux  d'équations,  en 
(dierchant  toutes  les  é(]uations  appartenant  à  ces  ty[)es,  dont  les  inté- 
grales ont  toutes  leurs  singularités  fixes. 

Les  résultats  du  premier  (".liapitrc  donnent  aussi  lieu  à  (jn(d(|ues  re- 
marques relatives  aux  |iériodes  polaires  de  l'intégrale  de  ré(|uation 
F(v,  v',  >'")  =  o,  (|uand  elle  est  définie  par  l'inversion  d'une  intégrale 
abélienn<'. 

Ce  second  C.bapitre  se  termine  par  une  application  ;i  l'étude  des  in- 
tégrales particulières  uniformes;  je  cite;  notamment  des  classes  éten- 
dues d'équations  où  toute  intégi'ale  uniforme  doit  être  une  fonction 
rationnelle.  Dans  les  cas  où  il  y  a  des  intégrales  uniformes  transcen- 
dantes, je  détermine  la  limite  supérieure  du  nombre  de  telles  inté- 
grales distinctes,  et  je  signale  les  relations  algébriques  qui  existent 
entre  deux  ou  trois  qu(dconques  de  ces  intégrales.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  une  remaniiK!  l'clativc  aux  résidus  des  intégrales  correspon- 
dant aux  pôles  simples  mobiles. 

Dans  la  seconde  Partie,  ayant  pour  objet  l'étude  des  équations  d'or- 
dre supérieni',  je  donne  en  premier  lieu  les  conditions  suftisantes  (en 
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supposant  les  singularités  transcendantes  des  intégrales  considérées 
Hxes),  pour  que  les  zéros  ou  les  infinis  des  intégrales  soient  fixes.  Dans 
le  cas  où  ces  conditions  sont  remplies,  j'indique  le  moyen  de  calculer 
ces  zéros  ou  ces  infinis.  Dans  le  cas  où  ils  sont  mobiles,  je  détermine 
leurs  ordres  possibles. 

Je  donne  en  second  lieu  (dans  le  second  Cliapitrc  de  cette  Partie) 
quelques  applications  à  l'étude  des  intégrales  uniformes. 

Lorsque  le  polygone  correspondant  à  réfjuation  remplit  certaines 
conditions,  l'étude  des  intégrales  uniformes  se  réduit  à  celle  des  inté- 
grales liolomorphes  d'une  autre  équation.  .le  signale  une  généi'alisation 
d'une  propriété,  indiquée  par  M.  Picard,  des  intégrales  méroniorphes 
des  équations  algébriques  du  second  ordre,  on  x  ne  figure  pas  explici- 
tement. Cette  propriété  consiste  en  la  possibilité  de  mettre  l'intégrale 
sous  la  forme  du  quotient  de  deux  fonctions  entières,  satisfaisant  à 
des  équations  difTérentielles  connues. 

IMais  l'application  la  plus  importante  est  la  suivante  :  on  peut  dans 
des  cas  étendus  trouver  des  iniégralcs premières  relatives  aux  intégrales 
uniformes  de  l'équation.  J'appelle  ainsi  une  fonction  de  x.  de  v  et 
de  quelques-unes  de  ses  dérivées,  qui  se  réduit  ;i  une  consl;in(e  ou 
aune  fraction  rationnelle  en.r,  lorsqu'on  y  remplace  v  par  une  intégrale 
»/7//o/TO(' de  l'équation  dilTércntielle  donnée.  La  connaissance  de  telles 
intégrales  premières  simplifie  la  reclierclie  des  intégrales  unifoi'mes, 
en  la  ramenant  à  la  considération  d'équations  d'un  ordre  moins  élevé. 
Ce  fait  permet,  dans  des  cas  étendus,  de  reconnaître  si  l'équation  diffé- 
rentielle admet  ou  non  des  intégrales  uniformes,  et  de  les  calculer 
toutes  dans  le  cas  où  elles  existent.  J'ai  indiqué  le  moyen  de  con- 
struire a  priori  des  types  d'équations  oîi  l'on  connaîtra  ces  intégrales 
premières,  et  où  la  détermination  de  toutes  les  intégi'ales  uniformes 
est  possible. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

i:oLI\TIONS    DU    PUEMIKi;   OlîDIii: 


CIIAPITHE  I. 

SlL'Il  LES  ZliHOS  l'.T  LliS  INFINIS  DE  L'I.NTÉGRAI.E  GÉNÉUALE 


1.   Soit 

un  polvnoinc  en  y  et  en  y'=  -f-»  oii  les  m,  et  /i,  sont  îles  entiers  posi- 

lif's  tels  ([u'on  n'nit  pas  ii  la  l'ois  /»,  =  nij,  «,  =  //,  poiii'  i  ^j\  f't  où  les 
Ci,  sont  (les  fonctions  (|nelconqncs  de  v. 

Formons  le  doulile   lal)lean  de  25  nombres  entiei's  et   positifs  sui- 
\anls 

,M,  =3 /M, -f-  /;,,  \,=:/(,, 

el  Iraeiuis  dans  le  plan  deux  axes  :  sur  l'un,  nous  compterons  les  .M, 
e(  sur  l'autre  les  N,,  et  marquons  les  .v  points  (M,,  N,)  en  ayant  soin 
il'inscrirc  à  coté  de  chacun  d'eux  son  indice;'.  Soit  (Ma,  N»)  le  |)oint  le 
plus  éloigné  de  l'axe  ON;  s'il  y  en  a  plusieurs  situés  à  la  même  dis- 
tance de  ON,  on  envisagera  celui  d'entre  eux  qui  est  le  plus  éloigné  de 
l'axe  O.M.  Soit  de  même  (]Mp,Np)  le  point  le  plus  rapproclié  de  ON; 
nous  ferons  la  même  convention  que  pour  le  point  (Ma,  Na)  dans  le  cas 
on  il  y  aurait  plusieurs  points  sur  une  même  parallèle  à  ON  passant  par 
le  point  (Mii,N|3). 

Par  le  point  (M^,  N»)  faisons  passer  une  demi-droite  parallèle  ii  ON 
et  de  même  sens.  Faisons-la  tourner  autour  de  (Ma,Na)  dans  le  sens 


(  7  ) 
inverse  des  aiguilles  d'une  montre,  de  droite  à  gauche,  jus(|u'à  ce 
qu'elle  vienne  rencontrer  un  point  quelconque  CSla',  Na')  et  arrètons-la 
alors.  Soit  (Mo^,  N»)  le  point  où  l'on  s'est  arrêté;  s'il  v  en  avait  plu- 
sieurs sur  une  même  droite,  on  prendra  le  plus  éloigné  de  ('Mot,Na). 
Joignons  les  points  (M^,  Ngt)  et  (M,(,  N»)  par  une  portion  de  droite, 
prolongeons  cette  droite  indéfiniment  dans  le  sens  de  (  ifat,  N,;^  vers 
(3Iy,Nj)  et  faisons  tourner  ce  prolongement  autour  de  (.AI^,  N^)  jus- 
qu'au moment  où  il  vient  rencontrer  un  nouveau  point  (^ïa">  Nœ");  joi- 
gnons les  deux  points  (Mot ,  N^)  et  (^M,»,  N^)  par  une  portion  de  droite 
et  répétons  l'opération  précédente  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  le  point 
(.Mg.N^j),  ce  qui  arrivera  nécessairement.  On  aura  formé  alors  une 
ligne  polygonale  convexe  parlant  de  (M^,  N^)  et  aboutissant  à  (  .M,,  X-j); 
en  la  fermant  par  deux  parallèles  à  OX  menées  par  les  sommets  {'Slr^,  N,,) 
et  (  Mp,  Nfj),  et  la  portion  de  OM  comprise  entre  ces  deux  parallèles,  on 
aura  un  polygone,  que  j'appellerai,  pour  abréger  le  langage,  le  poly- 
gone n  de  F. 

Par  la  manière  même  dont  il  a  été  construit,  ce  polygone  jouira  des 
|iropriétés  suivantes  : 

i"  Si  par  un  point  quelconque  parmi  les  points  (M,,  N,)  on  mène 
une  parallèle  à  un  des  côtés  du  polygone,  ne  passant  pas  parle  point 
(M,,  N,),  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  droite  obtenue  est  toujours  plus 
petite  que  l'ordonnée  à  l'origine  du  côté  considéré.  De  plus,  parmi 
toutes  les  droites  qu'on  peut  tracer  en  joignant  deux  à  deux  les  points 
(M,,  N,),  les  côtés  du  polygone  sont  les  seules  droites  jouissant  de 
cette  propriété  que,  si  par  un  quelconque  des  points  (^I,,  N,)  on  leur 
mène  des  parallèles,  l'ordonnée  à  l'origine  de  chacune  de  ces  paral- 
lèles est  plus  petite  que  celle  du  côté; 

i"  Si  par  un  point  quelconque  (M,,  N,)  qui  ne  soit  pas  un  sommet 
du  [lolygone,  on  mène  une  droite  D  de  direction  quelconque,  il  existe 
toujours  au  moins  un  sommet  du  polygone  tel  que,  si  par  ce  sommet 
on  mène  une  parallèle  A  à  D,  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  droite  A  soit 
plus  grande  que  celle  de  D.  De  plus,  les  sommets  du  polygone  sont  les 
seuls  points  (M,,  N,)  jouissant  de  cette  propriété. 

Faisons,  pour  abréger  le  langage,  les  conventions  suivantes  : 

a.  Le  point  (M,-,  N,)  sera  désigné  par  (/); 

b.  La  droite  joignant  deux  points  (/)  et  (y)  sera  désignée  par  {i,  j)\ 


(  «  ) 

r.  L'ordonnée  à  l'origine  de  la  droite  |)assant  pai'  le  point  (/)  et 
avant  l(>  eoerticiont  angniairc  A  sera  désignée  par  S,-,; 

//.  Les  sommets  (a)  et  ([î)  seront  a|ipelés  summcts  c.r/n'/Ncs,  les 
an I l'es  sornrncis  intcnncrliaires; 

c.  Le  sommet  le  pins  élevé  du  polygone  sera  appelé  sommet  rrr;  s'il  y 
en  a  deux  snr  une  même  parallide  ;\  O.M,  on  distingnera  les  sommets  tn 
cil  droit  el  i^diiclic: 

f.  Entin,  j'appellerai  domaine  d'nn  point  (xM,,  N,)  ( //i,'-.  i)  le  plus 
grand  intervalle  (  A|,X,)tel  que,  si  "A  varie  dans  cet  intei'valle,  lad  roi  le 


^i>-' 

''ttoT^ 

// 

/(?■■) 

(a•^ 

\;-. 

-.A" 

/(|3'1 

(aV 

/ 

(P) 

■•,A' 

de  coet'ticient  angniaire  A  et  [lassant  |»ar  le  point  (M„N,)  a  son  ordon- 
née il  l'oiigine  eonstamment  plus  grande  (jue  celle  d'une  droite  ayant 
la  même  direction  et  passant  par  l'un  (|uelconque  des  autres  points 

(M,.N,V 

D'apri's  les  pro[)riétés  du  polygone,  V\  domaine  d'un  point  (M,,  N,), 
iiuli'e  ([u'un  sommet,  est  nul.  Au  contraire,  on  voit  facilement  que  : 

i"  Le  domaine  dn  sommet  (Ti),  le  plus  rapproché  de  0>L  est  l'inter- 
valle de 


>.  = 


Mp-Mp. 


2"  Le  domaine  du  sommet  (a)  le  i)lus  éloigné  de  OM  est  l'inter- 
valle de 

Na-Na. 


>, 


).  =z  -  00. 


Ma  -    M:. 

3"  Le  domaine  d'un  sommet   intermédiaire  (/'),  compris  entre  les 


(  9  > 
sommots  (i')  et  (i")  est  l'intervalle  de 

N,  -  N,  ,  -        N/  -  \,' 


M, -M,  ""M, -M, 

Sur  lu  figure,   le  domaine  dn  sommet  (  |ii)  pent  ètic  r('|iresenlé  par 

langle  1);^!)',    eelui  du  sommet  {'^' )  par  D'ji'D eiitin  celui    du 

sommet(a)  jtar  l'angle  AxA'. 

Je  dirai  (|u'un  sommet  est  <■/  domaine  positif  ou  /ie^ri/i/\  suivant  ((ue 
tontes  les  valeurs  de  '/■.  comprises  dans  son  domaine  son!  positives  on 
négatives.  Tous  les  sommets  à  gandie  du  sommet  rrr  gaueiie  sont  à 
domaine  positif;  tous  eenx  ii  droite  du  sommet  tô  droit  sont  à  diunainc 
négatif.  Si  les  deux  sommets  m  eoineident.  un  l(d  sommet  —,  a  une 
partie  de  son  domaine  positive  et  une  antre  négative;  c'est  le  seul  cas 
où  le  domaine  d'un  sommet  peut  être  partagé  en  deux  parties  de 
signes  difl'erents.  Knfm.  si  le  polygone  n'a  (|u'nn  seul  sommet  (ce  tpii 
arrive  ijuand  il  se  réduit  à  une  pai'alli'le  à  ().\  ),  ce  sera  le  sommet  ~, 
uniqiu',  et  son  domaine  est  l'intervalle  de  A  =  -)-  ce  à  A  =  —  x. 

La  construction  du  polygone  relatif  ii  un  polynôme  F  donné  se  fait 
très  facilement  au  nntyen  d'un  papier  (|nadrillé.  Il  est  facile  également 
do  trouver  la  forme  du  polynôme  F  correspondant  h  nu  système  de 
points  (M,,  N,)  donné  ;  il  fuit  seulement,  piMir  (|ue  ceci  ait  du  sens, 
que  le  système  (.M,,  X,  )  soit  tout  entier  com[)ris  dans  raui;le  formé 
l)ar  la  partie  positive  de  O.M  et  la  partie  de  la  hissecirice  de  l'angle 
X0^[  qui  est  comprise  dans  cet  angle. 

Tout  polynôme  de  degré  u.  en  r'  a  sou  polygone  situé  tout  entier 
dans  la  hande  comprise  entre  O.M  et  la  parallèle  ii  ()M  siiuce  à  la  dis- 
tance a  de  O.M;  il  est  situé  en  outre  dans  langle  forme  par  la  hissec- 
irice de  l'angle  NO.AI  et  l'axe  OM,  et  il  y  a  un  sommet  au  moins  sur  la 
parallèle  a  ii  O.AI.  Inversement  :  à  clia(]iie  système  (M,.  X,)  compris 
dans  l'angle  précédent,  situé  tout  entier  entre  O.M  et  une  parallèle  ii 
OM  à  la  dislance  a  de  O.M,  et  ayant  un  sommet  sur  celle  paiallèlc, 
correspond  un  polynôme  eu  y  et  v',  <le  degré  y.  en  v'. 

Le  polygone  d'un  polynôme  F  de  degré  o  en  v'  se  réduit  à  une  por- 
tion de  l'axe  OM. 

Si  F'(,r,  y)  et  Q(,x",  y)  sont  deux  polynômes  eu  >•,  les  |ilus  grands 
exposants  de   y  étant  r/i  et  //,  et  les  plus   petits  ni    et  /('.   la  forme 


(   'o) 

iiciK'i'alc  (lu   iKtlvifoiii'  (le 

F=  V(.r,  y)y'  -i-Q{.>-,  y) 
l'sl  ci'llc  lie  l;i  //i,'-.  u.  INiiir  le  |)olyii(iiii(' 

l--\>{.r,r)y'-i-Q{x,y)y'+\\(.r,y) 

Fr-.    ■. 


011  le  plus  gCMiid  cxposiiiil  de  H  en  v  csl  /i  cl  le  plus  pclil  />  ,   l;i  fni'ni 
géiKTiili'  (lu  polvi^oiic  l'sl  celle  de  l;i,Ai,'-  ■>.  <'lc. 


.rajoillc  cnrni  les  deux  i-i'm;ir(|iies  suiv;inles,  ddiit  j'aiiiMi  ;i  l'aire 
ns;io-(>  dans  la  siiile. 

i"  l'oiir  (|iie  le  pidy^one  II,.  de  l*(.r,  )'.  r  )  suit  en  niiMne  lenips  le 
p(ilyo()ne  de  P(.r,  ',-,)•'  )  -h  ()(■>■,  y.  y'  ).  il  Tant  cl  il  snllil  (|ne  le  polv- 
l^one  II|,  (l(>  Q  n'ai!  aucnn  soniinet  en  dehors  dii  polvnonie  II,..  Ainsi. 
lors(|in'  O  ne  conlienl  pas  y\  la  condilion  se  i-(''dni(  ;i  ce  (pn-  le  pins 
iii'and  cl  le  [dus  pelil  exposanl  de  ()  en  y  soieni  compris  dans  l'inter- 
^;dle  des  abscisses  des  den\  soininels  cxIimmiics  de  II,,. 

■2"   V]n  posani  y  =^  -_  dans 

r(.r,r,.r')  =21  ?'(■'■).'""•.'■'"' 


(  Il  ) 

>■('  |)olyii()ni('  (Icvii'iidi'a 

a>(.i-,  ;,  ;')rr  1  ^'{.r,:.,  z-'), 

où  «^  est  l;i    plus   i^raiide  vali'iir  de  la  sdiiniie  M,  +-  N,  rclalivc  ;i  F,  et 
où  ^'  l'sl   1111  polynôme  en  z  et  ;'  de  la  l'orme 

1  =  1 

Clia(]iie  point  (.M,,  X^)  relatif  ii  Test  symétri([ni'  du  point  (  M,.  N,  ) 
correspondant  de  F  par  rapport  ii  la  di-oite  M  =  o,  ear 

Mi  =  L''  —  (  "',  —  ■ï"/tl  ^  ",^  o  —  M,,  \;  —  //,  r=  \,  ; 

par  eonséqnent  le  jx)! vienne  \\\y  de  M"  csl  synu'lricjitr  du pttly ganc  H,,  de  F 
par  rapport  à  la  droite  M  =;  o. 

1.   (À'ci  j)osé,  envisageons  l'éqnalion  dillérentieUe 

et  soit  .1-  =  (/  nne  valeur  de  .v  t(die  (|ue,  r  étant  l'intégrale  de  (  i)  et  >. 
une  constante  tinie  et  dill'érente  de  /.('ro,  le  rapport 


(.r  —  a)'- 


et  sa  dérivée  premii-re  par  rapport  à  .v  tendent  vers  des  limites  tinies 
et  déterminées,  lorsque  x  tend  vers  a.  Il  en  sera  ainsi  tontes  les  fois 
que  a  est  une  valeur  qui  annule  ou  rend  infinie  l'intégrale  v,  pourvu 
que  cette  valeui"  ne  coïncide  pas  avec  une  des  singularités  transcen- 
dantes de  l'intégrale,  singularités  qui  sont  fixes  et  connues  à  l'avance. 
En  posant 

d'où 


(    12) 

le  (criiir  i;rnri';)l  de  V  ilcvicn(Ir;i 

ç,-(j?)(x -«)("'.-«.»-«.  [>.'^/"'."'.(.r)  4- 0,(.r)]. 

(»ii  0,('.r)  csl  Mil  |H)lyii()inc  i'ii/(,r)  cl  {.)■  —  (/)/'{  .v)  \i  cooflieicnts 
conslants,  iii;iis  (!:iiis  lc(Hicl  il  n'y  ;i  |»;is  de  Utiir'  (1(''|»('11(I;uiL  uni(|ii('- 
incnl  (le  /'i  .r  ).  On  :iiir:i  donc 


Envisageons  dans  cette  soniino  l'enseinMc  T  de  ici  mes  ponr  Icsqnid- 
l'exposanl  '/.(///,  -r  /i,)  —  /i,  de  la  puissance  de  (  ,i- —  r/ )  mise  en  l'ac- 
Icnr  esl  le  pins  laihle.  SnivanI  les  valeurs  des  ///,.  //,,  A,  renscnilde  T 
sera  couijiosc  d'un  seul  lernie,  de  deux  nu  de  plusieurs  Ici'nies,  cl  je 
vais  (dicrcdicr  les  eoudilioiis  nécessaires  cl  surii-~anles  eorrcspondani  ;i 
ces  di\('rs  cas. 

lui  ^i''U(''ral,  pour(|uc  les  Icrnies  d'indices/',  /".  /",  ...  l'assenl  partie 
de  T.  il  laul  cl  il  suClil  (|uc  les  condiliinis  suivantes  soient  remplies 
simnllanénient  : 


/.(/»,•  -H  /(,)  —  /*,■  ;=  7,  (/»,  '  -+-  //,  )  —  /(,• 

).(/«,-■  -+-  «,)  —  II/-  <  ?.(/«/  +  «,  )  —  '•',  ; 


lorsiprou  allriliuc  ii    l'indice  /  dans  le   second   incniln'c  toutes  les  v; 

leurs  enlii'res  de  i  ;i  ,v,  autres  (|ue  /  ,  /  ,  / 

I.a  eondilion  (  i  )  peut  s'écrire 


(■•?) 


>.= 


M,  —  M,    ^  M,   -  M, 


On  V(Ul  doue  (]uc  A  doit  être  éi;al  an  coeriicicul  aui;ulairc  de  la 
dr(Mle  (/,/),  cl  (|ue  les  points  coi'resp(Hidanl  aux  di\('i's  termes  de  T 
doivent  l'Ire  Ions  sur  celle  ilroile. 

D'aulre  pari,  la  i|uanlile  A.M,  —  \,,  lors(|n'on  y  remplace  A  parla 
valeur  (')),  représeule  l'ordoum'c  ;i  l'oraL^inc,  (diani^cc  de  sii,Mie,  de  la 
di'oile  passanl  parle  |ioint(()cl  de  coclliiienl  ani;ulaire  A,  oi'donnoo 
(pic  noii^  av(Uis  d('sii;uée  par  S,>. 


(  I3  ) 

P;ir  coiisé(|iient,  poiir(|uo  les  tmiics  irindice /',  (' ,  /"  i';issent  partii' 
(le  T,  il  faut  et  il  siiitit  : 

1°  Que  les  points  d'iniliee  i',  i",  i".  ..  .  soient  sur  une  niènie  droite. 
et  que  >.  soil  égal  au  eoeftifient  anij;ulaii'e  de  cetle  dioite  : 

2"  Hue  S,;^>S,>  poui'  tous  les  indices  /  de  t  ii  .vautres  (|ue  /  ,  /". 
/",  ....  e'est-;i-dire  (|ue  l'ordouiiée  h  rorii;ine  de  la  droite  ((',  /")  soit 
plus  grande  ((ue  eelle  iKune  (|uele(in([ue  dc^.  droiles  parallides  ;i 
(/',  /'  )  et  passant  [lar  les  points  {  /  )  non  situés  sur  la  droite  (  /'.  /'  ). 

Poui'  que  les  termes  correspondant  aux  deux  points  (  1" )  et  (  /  )  las- 
sent partie  de  T,  il  tant  (jne  le  coefticient  angulairi'  A  de  la  droite 
ii',  1" )  ait  p(Uir  valeur  la  valeur  tirée  de  la  ridaliou  (  ':>  ).  Hécipro(|iH'- 
inent,  A  elanl  convenablement  choisie,  quels  i[\\v  soient  les  deux 
points  (i),  (/"),  ou  peut  toujours  satisfaire  à  la  condition  (  1  ).  pniirvn 
(|ue  ces  points  ne  soient  |)as  situés  sur  une  même  droite  parallide  ii 
i)V,  et  ON,  car  on  a  supposé  la  valeui'  de  A  Unie  e|  dillerenle  de  /ero. 

Il  reste  encore  à  salisi'aire  ;i  la  condilinu  (2).  Or,  d'apri'S  les  pi'o- 
priclés  du  polygone,  pour  que  cette  ciindiliou  soit  remjilic.  Il  faut  cl 
il  siillil  (|ne  la  dmile  ( /',  /'  i  soit  nu  colr  du  p(dyi;one  n(m  parallide 
aux  axes.  On  voit  donc  (|ne,  pour  (|ue  ï  soil  conqiosé  d'au  moins  deux 
ternies,  il  faut  et  il  snftit  (|ue  A  soit  égal  au  coeflicient  angulaire  d'un 
coté  (|uclcou(|ue  du  polygone,  non  parallèle  aux  axes;  les  indices  des 
lermes  (|ni  iigui'cnl  dans  T  sont  ceux  des  sommets  du  polygom-  (|ul 
se  trouvent  sur  le  co({'  dont  le  co(ifficient  angulaire  est  égal  h  (  !  ). 

On  peut  mainlenant  utiliser  ce  résultat  pour  donuei-  ii  f  ccrlaiiu's 
formes  (|ui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

A.  Su|)pos(uis  (|in'  dans  le  polyg(Hie  de  F  il  n'y  ait  aucun  cole  non 
parallide  aux  axes,  ou,  s'il  v  en  a,  (jue  le  uomlire  donin''  A  ue  soil 
égal  ;t  aucun  des  cocd'ficieuts  angulaii'cs  de  ces  c(')les.  L'enscmldc  1'  esl 
aloi's  conqiosé  d'un  terme  uni(|ne,  et  l'indice  de  ce  icrim'  est  égal  ;i 
l'indice  du  sommet  dcuit  le  domaine  comprend  A. 

Soit  (//  )  ce  sommet  et  [losons,  pour  abréger, 

-.,(.r)[/."./(.r)"'.-",+  0,(.,-)]  =  <>,(.*•); 

on  peut  aliu's  ecriie  F  sons  la  forme 

I.  F  =z  (.,■  -  r/ )-■''.•.  I  «!,,(.,■  :,  +  V  (,,■  -  rO'*'-'-'*."!^,!.'-)!- 


un 

le  sii^iu'^^  s'ctciiilaiil  il  tous  les  poiiils  (  i )  ailircs  (|iic  le  point  (  //  ).  Tons 
les  exposants  S/,,  —  S, -,  tii^iiriint  dans  le  second  membre  sont  posilils, 
cars  pai' snite  de  délinilion  même  dn  terme  d'indice;//,  on  a  S,, -,  <[  S, , 
|}(inr  Ions  les  points  (  /)  antres  (|ue  {  //  ). 

15.  Supposons  (jiie  le  polvi^one  ail  des  eôlés  non  parallèles  aux  axes, 
e|  (|n,'  '/.  soil  éL;al  an  eoellieienl  ani;iilaire  d'nii  de  ees  eolés.  T  sei'a 
aloi's  la  somme  de  tons  les  termi's  correspondant  anx  indices  des 
points  silnes  sni'  le  coté  d(^  co(d'ticient  an_^nlairi'  ),. 

(Convenons  de  représenter  |)ar  : 

V  la  sommation  étendue  aux  iudiccs  de  loiis  les  points  lyi )  situés  sur 
la  di'oile  (  /,/); 
>    la  sommation  étendue  aux  indices  de  tous  les  points  (  /)  non  situes 

sur  la  droite  (  /,  /  ). 

Soit  (y,  0  )  un  ci'ili'  (|iiidc(Ui(|iie  du  pol_vi;(Uie,  non  [larallide  aux  axi's  ; 
on  a.  lors(|iie  A  est  éi^al  au  coellicicnt  angulaire  de  ce  ci'ité, 

-  y,  0  I 


et  !•'  pourra  s'écrire 
II.  V  =  {.r--r,] 


y  o,(,r)  -H  y  (.r  -  ^/)^--..-^-'l>,(.;') 


où  t(Mis  les  exposants  S  ,-, —  S,  -,  sont  positifs. 

Mais,  i|ii(dlc  (jiie  soit  eidle  des  l'ormes  I  et  il  (|ue  !■'  prendra,  mi  d(Mt 
a\'oir  ideuti(|uement,  dans  \i'  voisiuai^(>  de  ■r^=:(i,  !•' -=^  d,  i|n(dle  (|iie 
soil  la  \aleiir  lie  rt  ;  par  couséqiieut,  dans- ce  V()isiuai;,e,  on  aura  identi- 
(luemenl ,  soil 


soit 


suivant    (|iie,  dans  le  voisinage   de  .r  =  r?,    V  prend   la   loiine  I   ou  II, 
c'esl-ii-dire  suivant  iine  la  condition  reniidie  est   .\  ou  B. 


(   I  .  ) 

3.  Su|)[u)S(iiis  iiiaiiilcnaiit  tnic  .v  tt'ndo  verse/:  ia  Ibiniioii  /\.r  ),  (|iii 
est  le  ra|)port  de  v  à  (f  —  «  )',  ainsi  (jiie  sa  dérivée  /(j;-),  (eiidioiil 
vers  des  limiîes  Unies  et  déleimiiiées,  et  comme  tous  les  0,(.r)  soni 
des  polynômes  en  /(.r)  et  en  (.r  —  a  )  /'(.r),  dans  les(|uels  les  termes 
dépendant  uniquement  de  /'(.i-)  maii<|uent.  on  aura,  pour.j=:r/. 

liniS;  (  .r)  =  Il         (  /=r  I,  •>,  ....  V I. 

Donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  a.  sauf  peut-être  pour  certaines 
valeurs  rt'  parlienliéres  et  reconnaissables  sur  l'équation  dill'erentielle 
elle-même,  poui-  lesquelles  les  fonctions  0,(1)  deviennent  intinii's.  on 
aura 

liinii,(  ,/•)  =  À"  V''  "  '.'■'         (,'  =  !»  '-.  -s  ••■,■••■}, 

où  c  est  la  liioite  de /(■'')  pour  .r  —  f/. 

1-J)  tenant  coni|)te  de  ce  (|ne  les  exposants  Sy,  >  —  S,,)  sont  positifs, 
on  voit,  par  conséquent,  que,  punr  toute  valeui-  de  a  ne  coïncidant 
avec  aucune  (K's  valeurs  particulii'res  a  : 

A.  Si  le  polygone  n'a  aucun  coté  non  parallèle  aux  axes,  ou  ((lan> 
le  cas  contraire)  si  A  n'est  égal  à  aucun  des  coetRcients  angulaires  de^ 
côtés  du  polygone,  on  aura 

et.  comme  c  est  diffeicnt  de  /éi'o,  a  doit  être  racine  de  9/,(e7)  ^  <>.  ce 
(|ui  montre  (jue  a  ne  dépend  pas  de  la  constante  d'intégration.  OuanI 
il  l'indice  //.  c'est  l'indice  du  sommet  dans  le  domaine  dn(]nel  se 
trouve  A; 

B.  Si  le  polygone  a  des  côtés  non  parallèles  aux  axes,  et  si  a  est 
égal  au  coefficient  angulaire  d'un  ttd  côté  (y,  0),  on  aura 


où  la  sommation  s'étend  à  tous  les  points  (i)  sur  le  côté  (7.  0  ).  Quelle 
que  soit  la  valeur  attribuée  ii  a,  cette  équation,  (pie  j'a|)pellerai 
Véqitation  en  z  relative  au  côté  (y,  0),  a  au  moins  une  racine  c  Unie  et 
différente  de  zéro,  car  Ions  les  M,  figurant  dans  la  somme  ^  sont 

ilislincts,  et   la  valeur  a  peut  de[)en(li'e  de  la  constante  d'intégration. 


(    i(i   ) 

On  |)i'iil  (Ml  (Inlnirc  les  (•(iiis(''(|iH'nccs  snivaiilcs  : 

I"  Tdiilcs  les  lois  (|i:i'  l'iiitégnilc  griKTiilc  ;i  (1rs  intinis  iiioMIcs,   le 

|iiiivi;(i le  I''  ;i  Mil  on  plusieurs  (-(Jh'S  ii  cocriicicnl  iiniiiilairc  n(''i,'alir. 

('(  l'ordre  il'nn  (|nelcoii(|ne  de  ces  inlinis  est  ei;al  ;i  l'un  de  ces  coej'ti- 
(•i(  iils  anifiilaires. 

■.i"  Toiiles  les  l'ois  (]ne  rinl(''L;rale  i;(''ii(''rale  a  des  /,(''ros  inoliiles,  le 
|i(dvi;inie  de  I'"  a  un  on  |dnsieni's  ci'iles  ;i  eoenicienl  aiiiiiilaire  posidr. 
el  Tordre  d'un  (|nidcon(|ne  de  ces  /.('n'os  es!  (''i^al  ;i  l'un  de  ces  eoelti- 
cieiils. 

Il  s'eiisnil  d'ahord  (|iie  l'ordre  d'un  iiilini  on  d'un  /j'i'o  rindiile  os( 
lonj(Uii's  coiiiinensnrahle.  ce  ([ni  ('dail  ii  |)re\iiir  d'apri's  le  llieorinne  de 
-M.  I'ainlev(''  sur  la  ii\i(é  des  sini;nlariles  Ira  use  en  dan  les  de  riiitei;rale. 

I''n  seeiMid  lien,  on  en  concinl  (|ne  : 

?)"  Si  ;i  droile  (In  somiiicl  m  droit  le  |)(dyi,'one  n'a  aucun  soininet,  les 
inlinis  de  riiil(''i;rale  sont  fixes  et  doivent  ('dre  en  nu'Miie  temps,  soit 
siii.i;nlarit('s  transcendantes  de  rint('iirale,  soit  /.(''ros  de  la  l'onction 
-:-/,(.<■)  ( //  desiiiiiant  l'indice  dn  soininet  ~,  droit),  soit  entin  inlinis 
d'iiiie  l'onction   o,  anire  (|iie  '^/,. 

'l"  Si  il  i^aindie  dn  soininet  —,  gan(die  le  |)(dyi;(ine  n'a  anciiii  soin- 
inel,  les  /.(''ros  de  l'i iiti''i;rale  sont  fixes  el  se  lr(Mi\('iit  parmi  les  valeurs 
analoniies  ;i  c(dles  dn  cas  nrecedent. 


1.  On  a  ainsi  des  conditions  snllisantes  pour  la  tixih'' des  inlinis  et 
des  /.(''ros  de  l'iii t(''i;fale  i;(''ii(''rale.  .Mais  je  dis  (jne  les  conditions  sont 
aussi  iK'cessaires,  c'cst-ii-dire,  si  ii  droite  dn  sommet  —>  dr(dt  il  y  a 
d'antres  sominels,  rint(''i;rale  ^(''nerale  a  cerlainemeiit  des  intinis 
inohiles,  et  si  ;'i  candie  tki  sommet  —,  i^aindie  il  y  a  des  sommets. 
Tint  (''ivraie  a  des  /('l'os  mobiles. 

I)(''moiilroiis-le,  pai'  exein[»l(',  pour  les  inlinis.  Supposons  ipTil  y  ail 
il  droite  dn  sommet  m  droit  d'antres  sommels;  pour  (|n'il  en  soit  ainsi, 
il  l'ant  cl  il  snltit  (inc,  si  l'on  vcv]\  Te(|iialion  dirrcrenlielle  sons  la 
roriiie 

il)  ^/,{.r,y)y'l^-''  =  o, 

011  les  /^  sont  des  pidynonios  en  v,  il  v  ait  an  moins  nn  des  |)olvnomos 


(   '7.) 
/a  tel  que,  si  l'on  désigne  par  v^  le  degré  de/^  en  j,  on  ait 

'H  —  Vo  >  /.. 

En  elTet,  si  l'on  écrit  l'équation  (r)  sous  la  forme 

i  =  1 

les  points  {M,,  N,)  sont  définis  par  les  coordonnées 

Le  sommet  ni  droit,  ayant  l'ordonnée  maxima  a.  provient  du  terme 
du  polynome/o(.r,v)v'i^  ayant  le  plus  grand  exposant  en  v;  il  provient 
donc  du  terme  en  y'"  j'^^,  v„  étant  le  degré  de /'„  en  y. 

Pour  qu'il  y  ait  des  sommets  à  droite  de  ce  sommet  —,.  il  fiiut  et  d 
suffit  qu'au  moins  une  droite  A  joignant  ce  sommet  aux  autres  points 
{i)  ait  son  coefficient  angulaire  négatif;  cette  droite  m^  peut  passer 
par  aucun  des  points  (/)  provenant  des  termes  du  polynôme 
/a(x,  v)  y  '^t  car  tous  ces  points  sont  sur  une  même  droite  parallèle  à 
OM  et  passant  par  le  sommet  cr  droit.  Supposons  donc  qu'elle  passe 
par  un  des  points  provenant  des  termes  du  polynôme  /kÇx:,j)y^~''.  Si 
/«est  l'exposant  de  y  dans  le  terme  considéré  de  ce  polynôme,  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  A  est 

(vq— ju.)  —  {m  —  ij.-\-  A)  _  Vq  —  m  -h  A- 

Pour  qu'il  soit  négatif,  il  faut  et  il  suffit  que  m  —  Vo>X-,  et,  comme 
on  a  m'Svi,,  il  faut,  a  furtiori,  que  V/,  —  v„  >  k. 

Cette  condition  est  aussi  suffisante  pour  qu'à  droite  du  sommet  r-, 
droit  il  y  ait  d'autres  sommets;  car,  par  exemple,  le  coefficient  angu- 
laire de  la  droite  joignant  le  sommet  rrr  droit  au  point  provenant  du 
terme  en  y\y''*~*  est  alors  négatif. 

Supposons  donc  que,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (  i  ),  il  y 
ait  un  ou  plusieurs  ternies/y,(a;,  j)y^~*,  tels  que  v^  —  Vu>  //,  et  fai- 
P.  3 


(    i8  ) 
sons  T  =  ;;  réqualioii  (leviciulra 


{■>■) 


^çp.M 


9,f,7-,  z)z'\'- 


où  les  o,(.f,z)  sont  des  polynômes  en  ;  ne  eontenanl  pas  ;  en  fac- 
lenr.  Je  (lis  (|ue  l'inlé^M'ale  générale  =  de  (2)  s'annnle  pour  des  valeurs 
finies  de  .r,  et  iine  ces  valeurs  varient  avec  la  cousiante  d'integralioi). 
l'oiir  le  niontirr,  posons  ='=  -;  l'équation  (i)  devient 


(3)  2 

et,  en  innlliplianl  par  :;'' "•/^'■, 

/=:  1 

('.OUI nie  pai'nii  les  exposants  /  4-  v„  —  v,  il  y  en  a  au  moins  nu  de  négalil" 
(  grâce  à  ce  lait  qu'il  y  a  au  moins  un  indice  //  tel  (|ue  Vy,  —  v„  ^  /i  ),  et 
coninu^  aucune  l'unclidn  ç-,  ne  eonlient  s  en  ('acteur,  celte  é(iuation  (  1  ), 
algéliri(pie  en  /  el  en  z,  admet  une  on  plusieurs  racines  /  s'aniuilant 
avec  z.  ('es  racines  rorment  un  ou  pkisieurs  systèmes  circulaires,  et 
les  racines  d'un  même  système  circulaires  seront,  dans  le  voisinage  de 
.r  =  ,r„,  représentées  par  un  développement  de  la  l'orme 

/  =  A  î^  +  T5 z~^'  +  C ;  "   +  .  .  . , 

cil  a  et  n  sont  des  entiers  positifs  au  moins  égaux  à  l'nnité:  A,  B,  (",  ... 
sont  (les  fonctions  de  x,  et  A  n'est  pas  identiquement  nulle. 

Knvisageons  l'une  de  ces  racines.  La  derniJ're  é(|uation   ridative  à 
cette  racine  peut  s'écrire 


A;"+B;  "    H-C-  "    H-... 


(  19  ) 
et,  en  posant  z  —  it" ,  elle  devient 


du 
(3) 


Désignons  par  (P  )  l'ensemlile  de  singularités  (pôles,  points  critiques 

algébriques,  points  transcendants)  des  fonctions  A.  B,  ('. sin.^u- 

larités  qui,  évidemiMcnt.  ne  vai'ient  |)asavec  la  constante  d'intégration. 
et  distinguons  deux  cas,  suivant  i|ue  a  =  i  ou  x  >  i . 

Premier  cas  ;  a  =  i .  —  Alors  -.-  est  liolomorplie  dans  le  voisinage  de 

X  =  a-„,  //  =  o,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  a-,,,  pourvu  qu'(dle  ne 
coïncide  avec  aucune  des  valeurs  (  P ).  Par  conséquent,  l'cijnation  (  5  ) 
admet  une  intégrale,  et  une  seule,  liolomorplie  elle-même,  ([ui,  pour 
a-  =  .i-„,  prend  la  valeur  m  =  o;  de  plus,  cette  intégrale  ne  peut  |ias 
être  ideuti(jnement  nulle,  car  A  n'est  pas  identiquement  nulle  et  reste 
finie  pour  x  ==  .i\.  Donc  l'équation  (2)  elle-même  admet  un(>  inté- 
grale r  s'annulant  pour  ,r  =  x^  et  ne  se  réduisant  pas  identiijncmcnl  ;i 
zéro.  Comme  x^  est  arbitraire,  les  zéros  de  :;  varient  cerlainemcnt 
avec  la  constante  d'intéifration,  et,  par  suite,  les  infinis  de  i-sont  mo- 
hilcs. 

L'intégrale  //  s'annulant  pour  x^=x^  et  étant  holoniorplie  dans  le 
voisinage  de  cette  valeur,  a\,  est  un  pôle  de  l'intégrale  v,  et.  comme 

X  =3  .r„  est  un  zéro  simple  de  u  (  car   .-  ne  s'annule  pas  ).  c'est  un  zéro 

d'ordre  n  [)our  ;  et,  [)ar  suite,  un  pôle  d'ordre  it  pour  r. 

Deuxième  cas  :  7.  ■>  i .  —  Alors  -^  devient  intinie  pour  u  =  o,  mais 

son  inverse  -r-  est  liolomorplie  dans  le  voisinage  de  .r~.r,,,  // =  o, 
du  ' 

pourvu  que  x^^  ne  coïncide  avec  aucune  valeur  comprise  dans  l'en- 
semble (P).  Comme  toutes  les  dérivées  successives  de  y-  par  rapport 

à  r  jusqu'à  celle  d'ordre  7.  —  i  inclusivement  s'annulent  pour  v  =  j„, 
u  =  o,  l'équation  (  >)  admet  une  intégrale  u  s'annulant  pour  ,r  =  .r„ 

et  ayant  cette  valeur  comme  zéro  d'ordre  7-  Par  conséiiuent  .r  =  .7  „ 


(     2'^    ) 

sci-ii  1111  iiitliii  (l'ordre  -  pour  j,  et  cet  intiiii  varie  avec  la  constante 
(F  in  lé;;  l'a  lion. 

Par  conséijuciil,  pour  ijuc  les  infinis  de  rintégral(>  r  soient  fixes,  il 
l'aul  (|iie  la  coiiditioii 

vx  —  Vo;î  A-         (/,■  =  I,  2,  3,  .  .  .,  ,u-) 

soit  remplie  nu  encore  (comme  on  l'a  vu  plus  haut),  il  faut  que  le 
|)idv^(tne,  relatif  au  premier  membre  de  rt'qualiou,  n'ait  aucun  sommet 
il  droite  du  sommet  rô  droit. 

La  condition  énoncée  pour  la  fixité  des  inliiiis  est  donc  nécessaire; 
nous  avons  vu  d'autre  part  qu'elle  est  aussi  surtisantc.  Oii  peut  s'en 
rendre  compte  d'une  autre  façon  de  la  manière  suivante.  Lorsque,  à 
droite  du  sommet  c-  droit,  il  n'y  a  pas  d'autres  sommets,  aucun  expo- 
sant i  -h  V,  -  v„  dans  l'équation  (/|)  n'est  négatif,  et  l'équation  n'admet 

aucune  racine  /  s'annulant  avec  :.  Il  en  résulte  (juc  -  est  une  l'onction 

1 
iioliiiiKirpIie.  soil  en  r,  soil  en  ii  =  z"  (in\  n  est  le  nomiire  des  racines  / 
de  rr(|iialion  (  '\  )  ap|iartenant  ii  un  même  systi'me  circulaire  lorsque 
;  tend  vers  /.éro)  dans  le  voisinage  de  :;  =  o  (ou  u  =  o)  et  de  toute 
valeur  .r„  ne  coïncidant  avec  aucune  valeur  comprise  dans  l'en- 
semhle  (  P).  D'apri's  un  tliéorème  connu,  la  seule  intégrale  -  {on  u) 
s'annulant  pour  de  telles  valeurs  .«•„  est  =  =  o  (//  =  <)),  c'est-à-dire 
-»'  =  cc;  l'intégrale  générale  j  de  l'équation  proposée  ne  peut  donc 
devenir  infinie  que  pour  certaines  valeurs  fixes  de  x,  appartenant  à 
rcnseinlile  (  P  ). 

On  |ieut,  d'après  cela,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Tin.or.i  .ME  1.  —  l'iuir  tiiie  les  infinis  de  l'i/ilégra/c  générale  de  t'éejiia- 
tion  (ilgcbrique  dit  j)renner  ordre  \\.i\y,y'  )  =  o  ne  varient  pas  avec  la 
cnnslante  d'intégration,  il  faut  et  il  siijjil  (jue  le  polygone  de  F  n'ait 
aiieitn  sommet  à  droite  de  son  sommet  nr  droit. 

Si  re(|ualion  V  =  o  est  écrite  sous  la  forme 


(  ^^'  ) 

où  Icsy^  sont  des  polynômes  en  y,  et  où  le  degré  de/,  est  v,,  celle  eoii- 
dition  devient 


(('  =:  O,   1  , 


.,F>- 


5.  Il  s'agit  niainlenant,  après  avoir  reconnu  que  riiitégraie  de 
F  =  o  admet  des  infinis  mobiles,  de  trouver  les  ordres  de  mnltiplicih' 
de  ces  infinis. 

Nous  avons  vu  que,  lorsqu'il  y  a  des  infinis  mobiles,  on  a  a  >  o,  i-t 
que  : 

1°  Si  7-  =  I ,  .r  =  .r^  est  un  pôle  d'ordre  n  de  y; 

2°  Si  X  >■  I ,  .r  =  .r„  est  un  infini  d'ordre  -  de  y. 

Par  conséquent,  d'une  façon  générale,  x„  est  un  infini  d'ordre  - 

de  _}',  T  désignant  l'oi'dre  infinitésimal  de  la  racine  /  par  rap[iort  à  ; 
dans  l'équation  (3).  Inversement,  à  toute  valeur  -:,  représentant 
l'ordre  infinitésimal  d'un  système  circulaire  de  racines  /  de  l'équa- 
tion (3)  par  rapport  à  :;,  correspondent  des  infinis  mobiles  de  y  ayant 
-  comme  ordi'e  de  multiplicité. 

Cherclions  donc  ces  valeurs  t.  On  peut  les  obtenir  par  la  construc- 
tion classique  de  Puiseux,  appliquée  à  l'équation  (3),  mais  le  poly- 
gone dont  nous  nous  sommes  servi  précédemment  donne  directemi'iit 
ces  valeurs.  En  effet,  si  l'on  met  l'équation  F(.r,  j,  y')  =  o  sous  la 
forme 

2?,(-'-)j"\)"''=", 

;  =  1 

et  si  l'on  pose  y  ==  ->  y'  =  —  — >  ce  (jui  revient  à  effectuer  les  cliange- 
ments  précédents  j=  -^  :■' =  y»  on  obtient  l'équation 

2  {->)"-r.(-^-) -""-".'<-"■  =  o 
OU 
(6)  2(- ')"■?'(■'•)=""■'""'        ='^- 


(    22     ) 

Si  l'on  hdsc 

011  .M-,,  Xn  son!  les  (■ooi'donni'cs  du  soiiimcL  uj  droit  du  |)idyi;(Uii'  II 
de  I'",  r(''(|u:i(i()n  (  G  )  devient 

(7)  y^{^  !)'■■■., {.i-)z--^.i?.-^,o, 

où  y.,  e(  '■j,  sont  des  entiers  |)(>sili('s. 

L'é(|u;iliou  (  7  ),  d'iipri's  sa  rornialiou,  n'est  autre  que  ré(|nalion  (  ')  ). 
\']i\  desii;nanl  |iar  -.  l'ordi'e  iulinitésiuial  de  /  |)ar  rapport  ii  ;.  le  lernie 
i^'énérai  de  (-)  sera  d'ordre  inlinilésirnal  y. , -{-  '^^ ,  ~. ,  et  l'on  aura  tonles 
les  valeurs  possihh^s  de  t  eu  éij;aiaiit  a,  ^-|i5,T  ;i  une  antre  ex|)ression 
analoi>-ue  a,+-[i,":,  et  eu  choisissant  païaui  tonles  les  valeurs  de  t 
ainsi  obtenues  e(dles  (|ui  remplissent  les  conditions 

5!,  +  p,-::^y-+-Hy'  {'  —  ',  ■'-   •  ■  -.  S  /—  1.  ■'.   •  ■  •'  ■■>■)• 

Coniinc  l'on  a 

g,  -  aj  __  M, -M, 

les  conditions  précédentes  font  voir  (jiie  les  valeurs  de  -  sont  les 
inverses  des  coei'licieuts  angulaires  des  côtés  ii  coel'ticient  auL^iilaire 
nei;alil'  du  polyt^'onc  II  di;  F,  changés  de  signe,  et  que  recipro(]neineut  ii 
(dia(]ne  cote  de  II,  ii  coeriicieut  angulaire  négatif,  correspond  une  valeur 
de  -.  Par  conse(|nent,  l'ordre  A  d'un  infini  niohile  de  >'  estegal  au  coet- 
licient  anL,'nlaire,  changé  de  signe,  d'un  coté  de  11  à  droite  dn  som- 
met —,  droit,  et  inversement  :  à  cluicuii  de  ces  cotés  correspoiidenldes 
infinis  mobiles  de  )'  ayant  le  coefficient  angulaire  de  ce  côté,  changé 
de  signe,  comm(>  ordre  de  multiplicité. 

Ou  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TiiKoiu'.AU'.  II.  —  four  tji/c  ri//ti\<^r(ik  i^v/ic'ra/c  fie  F(.r,  r,  j'' )  =  o 
ait  des  in/inis  mobiles  ayant  un  nombre  donné  A  comme  ordre,  il  faut  cl 
il  su  [fil  (jue  le  polyi^oiie  W  de  F  ail  un  côlè,  à  droilc  de  son  so/z/mc/  —, 
droit .  de  eoc/Jiciei:t  (UiL^ulairc  é^al  à  —  k. 

fontes  les  fois  ([ne  l'ordre  d'un  infini  de  v  n'est  pas  égal  au  coeffi- 
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cient  angulaire  d'un  tel  côté,  cet  intlni  coïncide,  soit  avec  un  point 
singulier  transcendant  de  v,  soil  avec  un  des  zéros  ou  des  infinis  des 
fonctions  o,(  r).  Ce  sera  notamment  un  zéro  de  ':^/,{x)  ou  un  infini  des 
autres  o,(.2-),  h  désignant  l'indice  du  sommet  du  polygone  t.  dans  le  do- 
maine duquel  — X  est  compris,  comme  il  résulte  de  ce  que  nous  avons 
vu  au  commencement  de  ce  Ciiapitre.  Si,  en  particulier,  tous  les  r^/.v) 
sont  des  fonctions  holomorphes,  .r„  est  un  zéro  de  0/,(.v),  et  si  o,,(.v  ) 
est  une  constante,  ou  plus  généralement  une  fonction  ne  s'annulanl 
pour  aucune  valeur  finie  île  a-,  l'intégrale  y  ne  peut  devenir  infinie 
pour  aucune  valeur  finie  de  .r. 

On  en  déduit  aussi  le  théorème  suivant  : 

TiiÉuRKME  III.  —  Toutes  les  fois  que  l'intégrale  d'une  é(iuuluin 
F(.r,  V,  y)  =  o,  alsiéhrique  en  .r,  )',  v'  a  ses  infinis  indépendants  de  la 
constante  d'intégration,  ces  infinis  sont  en  nombre  fini. 

Enfin,  les  méthodes  de  Briot  et  Bouquet  permettront  toujours  de 
décider  si  un  zéro  de  Oi,(-r)  donné  est  un  infini  d'une  seule  intégrale 
ou  un  infini  commun  à  un  nombre  fini  ou  à  une  infinité  dintégiales. 

6.  En  appliquant  les  résultats  qui  précèdent  à  la  transformée  en  - 
de  ?{x,y,Y')  =  o  et  en  se  rappelant  que  le  polygone  de  cette  trans- 
formée est  symétrique,  par  rapport  à  une  certaine  parallèle  à  ON,  du 
polygone  de  F,  on  a  poui'  les  zéros  de  l'intégrale  v  des  propositions 
analogues  aux  propositions  précédentes  relatives  à  ses  infinis  : 

Théorème  IY.  —  Pour  que  les  zéros  de  l'intégrale  de  Y{x,  y,  y')  =  o 
soient  fixes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  sommet  ûj  gauche  du  pidygonc  II 
de  F  .mil  le  sommet  extrême  gauche  de  ce  polygone. 

Théorème  Y.  —  Pour  que  l'intégrale  ait  des  zéros  mobiles  d' un  ordre 
donné  \,  il  faut  et  il  suffit  qu'à  gauche  du  sommet  cû  gauche  le  polygone  II 
ait  un  côté  de  coefficient  angulaire  A. 

Au  théorème  IY  on  peut  donner  dilTérentes  formes.  Si  l'on  écrit, 
par  exemple,  F  =  o  sous  la  forme 


(  ■>-4  ) 

où  /,  sont  ilos  polynômes  on  y,  Id  roniUllon  nci-cssairc  et  siij/isd/i/c  pour 
la  fixité  des  zéros  de  y  est,  qu'après  a^oir  supprimé  tous  les  faclcars  cdiii- 
inans  au.r  /,(x,  y),  chaque  fi  eontwnnc  en  facteur  y''  oùlt^i. 

On  arrive  d'ailleurs  laeilenient  à  ee  tliéorèine  par  le  raisonneineiil 
(lireel  snivant. 

l'oiif  (|ne  les  zéros  de  y  soient  tixes,  il  faut  et  il  siiftit  que  tontes 
les  valenrs  de  v'  s'annulent  pour  y  =  o  quel  que  soit  a\  et,  en  outre, 
(|ue  les  développements  de  r'  suivant  les  puissances  de  v  oommeneent 
tous  i)ar  un  terme  d'ordre  au  moins  égal  à  i . 

En  ell'et,  il  faut  d'abord  que  toutes  les  valeurs  do  v'  s'annulent 
pourv  =  ();  sinon  il  y  aurait  des  intégrales  coupant  la  droite  y  =  <> 
pour  X  quelconque. 

(loci  posé,  développons  une  des  branches  y' =:/(.z-,  v)  suivant  les 
puissances  de  v,  d'après  la  règle  do  Puiseux  : 

X 

si  l'on  pose  :  =.>''^.  on  trouve 

lJ.z'z=  \(.i-)z'-\'-+'  -H.  .  .. 

Ce  développement  montre  qu'il  y  a  des  intégrales  :-{x)  qui  ne  sont 
pas  identiquement  nulles  et  qui  s'annulent  pour  une  valeur  .r„  (|uel- 

conque  do    r,  à  moins  que  A  —  rj.  4- i  >  o,  on   bien  que  -  _,  1 .  d'où 

s'ensuit  iinmédialenient  le  théorème  précédent. 

Toutes  les  Ibis  (]ue  l'ordre  A  d'un  zéro  de  )'  n'est  pas  égal  au  coelii- 
cient  angulaire  d'un  coté  du  polygone,  ce  zéro  coïncide  soit  avec  un 
|)oint  singulier  transcendant  de  l'intégrale,  soit  avec  un  zéro  de  9^,(j") 
(Il  désignant  l'indice  du  sommet  dans  le  domaine  duquel  est  compris 
A),  soit  enfin  avec  un  intini  dos  autres  coefficients  o,(x).  Il  s'ensuit 
(|ne,  si  l'intégrale  d'une  équation  F  =  o  algébrique  en  .i,  >-,  v  a  ses 
zéros  indépendants  de  la  constante  d'intégration,  ces  zéros  sont  en 
nombre  liniilé. 

Je  cite,  il  litre  d'exemple  où  l'on  vérifie  facilement  tout  ce  qui  pré- 
code, l'équation 

[j'-^/U')j]"'-+-?('Or"  =  o 


(  25  ) 
(où  m  et  n  sont  des  entiers  positifs),  dont  l'intégrale  générale  est 

C  étant  la  constante  d'intégration. 

7.  Il  peut  arriver  que  l'intégrale  d'une  équation  ait  ii  la  fois  ses 
zéros  et  ses  infinis  fixes.  D'aprJ's  ce  qui  précède,  on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Pou?-  que  rinlcgralc  gcncrnlc  de  \-(x,y,y')  =  (i 
ait  ses  zéros  et  ses  iiifînis  Jixes  à  la  fois,  il  faut  et  il  suffit  que  le  poly- 
gone n  de  F  soit  un  rectangle  ou  qu'il  se  réduise  à  une  droite  parallèle 
a  ON. 

Pour  que  le  polygone  II  se  réduise  à  une  droite  parallèle  à  ON,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'équation  soit  lioniogène  en  y  et  y'  et,  par  consé- 
quent, réductible  aux  é(|ua(ions  linéaires  du  premier  ordre.  Quant 
au  cas  où  II  est  un  rectangle,  j'en  indiquerai  quelques  exemples. 

Dans  le  cas  de  l'équation  du  premier  degré 

l'(.r,j)r'+Q(.r,j)=o 

(se  reporter  à  la  lo  page  pour  la  forme  générale  du  polygone),  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  polygone  se  réduise 
à  un  rectangle  sont 


la  première  condition  est  nécessaire  et  sulTisante  pour  la  tixilé  des 
zéros,  et  la  seconde  pour  la  fixité  des  infinis. 
Pour  l'équation 

P(.r,r)y^-t-0('%.>')7'+R(-'-,7)  =  o, 

les  conditions  pour  que  le  polygone  soit  un  rectangle  sont  les  sui- 
vantes : 

p'Sn' -h  \lm' +  1         el         pln  +  ilin^?., 

P.  4 


(•oriiinc  on  le  voit  d'aini-s  la  roriiic  iiéiHMalc  du  p(tlyi;<"i''  '••■  rciiiiation 

Je  (criiiiiiciai  par  la  feiiiar(|iic  (iiToii  raiiii'nc  racilcinnit  aux  |)r()- 
hli'iiu's  pri'cèdeiits  le  problème  de  rrUidc  de  rinlri-scctiiui  des  conrhcs 
iiih'ni'alcs  avec  iino  courbe  fixe  donnée  ii  l'avanci',  des  inaxiina  ou  des 
niiiiiina  des  roiii'bes  intégrales,  de  lenr's  poiiils  d'iullexion,  ele. 


CIIAIMTUK   II. 

OUKUlUES   APPLICATIONS   DES   Tllf:OI(ÈMES   PRÉCÉDENTS. 


ÉQUATIONS    A    TOUTES    LES    SINCl'LAniTÉS    FIXES. 

1.  Les  singularités  que  peut  présenter  l'intégrale  d'une  é(|ualioii 
algébrique  du  premier  ordre  sont  : 

i"  Singularités  algéliriques  (pôles  et  points  critiques  algébriques); 

2"  Singularités  transcendantes  (points  critiques  lo,^aritl)n)i(|ues, 
points  essentiels). 

("es  dernières  ne  varient  pas  avec  la  constante  d'intégration,  tandis 
(]ue  les  premiers  varient  généralement.  Mais  il  y  a  des  cas  où  toutes 
les  singularités  possibles  de  l'intégrale  sont  fixes,  comme  cela  arrive 
par  exem|)le  pour  l'équation  linéaire;  des  théorèmes  du  Chapitre  I  et 
du  tliéori'iiie  de  M.  Fuchs  exprimant  les  conditions  pour  que  les  points 
critiques  algébriques  de  l'intégrale  soient  tixes,  on  déduit  facilement 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  cette  circonstance 
se  présente. 

Pour  (|ue  les  points  crilicjUes  soient  (ixes,  il  faut  et  il  suflit,  comme 
on  sait,  (|ue  : 

1"  La  dérivée  y'  définie  par  l'étjuation  dillérentielle  donnée  ne 
devienne  inlinie  pour  aucune  valeur  finie  de  >',  et  (jue  cette  condition 

soit  aussi  remplie  pour  la  Iransi'ormée  en  -de  ré(]nalion: 


(  27   ) 

2°  Tout  syslènu'^.r^.v'o)  pour  lequel  deux  valeurs  de  v' s'c'cliaiiLMMil 
eorrespoud  à  un  point  ordinaire  de  l'intégrale  qui,  pour  j-  =  .r„,  prend 
la  valeur  V  =  Yu- 

La  première  condition  revient  à  celle-ci  :  l'équation  didcrcnlicllc 
étant  mise  sous  la  forme 

1=0 

le  degré  de  chaque  polynome/;i.(^,  y)  en  j'  ne  surpasse  pas  aX-. 

La  seconde  condition  peut  s'exprimer  sous  différentes  formes,  par 
exemple  sous  la  forme  suivante,  donnée  par  M.  Poincaré  : 

a.   Les  équations 

c-        àF 

F=  -y-7  =0 

a  y 

définissent  les  intégrales  singulières  de  l'équation  F  =  o; 
h.  On  a  identiquement 

dF    ,      âF      p.,      ^dF 

dy  •'        dx  dy 

où  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  y  et  y'  à  coefficients  fonctions  quel- 
conques de  X. 

Il  suffit  d'ajouter  à  ces  conditions  celle  du  théorème  I  du  Chapitre  I 
pour  avoir  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  toutes  les 
singularités  de  l'intégrale  soient  fixes.  Ces  conditions  sont  les  sui- 
vantes : 

A.  Le  degré  du  polynnjne  ff, (^x,y)  (/'  =  o,  i ,  2,  . . . ,  y.)  en  y  ne  sur- 
passe pas  k. 

Ceci  revient  à  dire  que  le  sommet  ûî  du  polygone  de  F  se  trouve 
sur  la  bissectrice  de  l'angle  NOM  et  qu'à  sa  droite  il  n'y  a  aucun 
sommet. 

B.  Les  eonditions  (^a)  et  (b)  sont  remplies. 

Désignons  par  p  le  genre  de  Y{x,  y,y')  =o  en  v,  y'.  .AI.  Poincaré 
a  montré  que  si  l'équation  F  =  o  est  à  points  critiques  fixes  : 

i"  Si/;  =  o,j'est  une  fonction  rationnelle  [à  coefficients  fonctions 


(  '^^  ) 

ali;('l)ri(|iics  des  cocrticioiUs  o,(.i-)  ilans  F  =  o  \  de  ii,  u  (■(aiit  riiilr;,'i"il'' 
générale  (rime  é(|iiati()n  de  iriccali  à  cocfficiciils  (biuiioiis  alç;él)ii(|U('- 
des  çi,(.t); 

■2."  Si/j  =  1,  y  est  une  luiiclion  rationnelle  (à  coei'ticients  algél)ri(]ues 
en  9,)  de  A  | /•/_(. r  )  r/,r  -i-  C],  A  étant  le  symbole  d'une  Ibnetion  inéro- 
morplie  donhlenienl  |iériodi(|ne,  et  '/_(•'•)  mi''  l'onelion  algélui(|ne 
des  o,  ; 

''■>"  Si/>>  I.  y  est  une  l'onction  algéinitine  des  o,. 

Il  s'ensnil  (|ne  : 

1"  Si  les  conditions  A  et  15  sont  remplie-^,  on  a /^  ;  i  ; 

2"  Si  /;  —  (),  ré(|nation  de  Hiccali  à  laquelle  satisfait  11  se  réduit  à 
une  é(|uation  linéaire  du  premiei'  ordre  (les. conditions  A  et  13  étant 
supposées  remplies). 

D'où  le  théori'ine  suivant  : 

Toutes  les  fois  (jiie  les  roiidilions  A  cl  \\  soDl  remplies,  l é(iH(iUon 
F  =  0  sii}lè'j;re  al'j^chrKjncmciU  ou  par  deux  (juadratures  au  plus. 

Si,  par  exemple,  l'équation  Y{x,y,y')  —  o  est  algébrique  en  .r,y\ 
•)'.  et  les  conditions  algébri(ines  remplies,  l'intégrale  générale  y  est 
uiu'  l'onction  algébi'i(|ue  de  x  et  rationnelle  en 

oii  ro(,r)  et  /  (./•  )  sont  des  fondions  algél)ri(|ues  de  .r. 

J'ajoutei'ai  une  remar(]ue  relative  à  ces  fonctions  algébri(|ues  —>(x) 
et  -/{x)  en  supposant  que  F(.r,  v,  >')  soit  un  polynôme  irréductible 
en  X,  y,  y'-  Soit  m  le  degré  de  ce  polynôme  en  y' .  Si  l'intégrale  s'ob- 
tient |)ar  les  deux  (|uadi'atures  précédentes,  c'est  que  b;  genre  de  l'é- 
(juation  eu  )- et  y'  est  égal  à  zéro.  Exprimons  jy  et  j'  en  fonction  ra- 
tionnelle d'un  parami'tre  a 

,  =R,(.r,  >.).  v'=Il,{.r,>.), 

R,  et  R.  étant  des  fonctions  rationnelles  de  >.  et  algébriques  en  r.  On 
sait,  d'après  un  important  tbéorème  de  ^I.  Noiber  ('),  (jue  : 

1"  Si  m  est  impair,  on  peut  cboisir  un  paramètre  A  de  telle  sorte 

(1  )   M<i!l,.   Aniiolrii.  t.  III. 


(  29  ) 
que  la  représentation   paramétrique  précédente  n'introduise  aucune 
irrationnalité  par  rapport  aux  coefficients  o,  (a?)  dans  F,  c'est-à-dire  que 
R,  et  Rj  soient  des  ibnctions  rationnelles  non  seulement  en  A,  mais 
aussi  en  ;r. 

2"  Si  m  est  pair,  il  existe  toujours  une  représentation  paramétriciue 
n'introduisant  des  irrationnalités  par  rapport  aux  coefficients  s,(.r) 
dans  F  autres  qu'une   racine  carrée  d'un   polvnome   en   coefticients 

D'autre  part,  les  coefficients  en  .r  dans  l'équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre  à  laquelle  satisfait  A  sont  fonctions  rationnelles  des  coef- 
ficients en  X  figurant  dans  R,  et  Rj.  Par  conséquent,  si  m  est  impaii. 
les  deux  fonctions  Trr(j7)  et  •/_(-ï")  sei'ont  des  fractions  l'atioiintdlfs 
en  x\  si  m  est  pair,  elles  sont  de  la  forme 

S,(-f)  +S,(,r)v'P(^), 

OÙ  s,  et  So  sont  des  fractions  rationnelles  et  P  un  polynôme  en  x. 

Il  s'ensuit  que,  si  m  est  impair,  l'intégrale  f  ts(x)dx  s'exprime  par 
des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques;  si  m  est  pair,  c'est  une 
intégrale  ahélienne  du  genre  liyperelliptique. 


2.  Cherchons  maintenant,  parmi  les  équations  appartenant  ii  quel- 
ques types  généraux  d'équations,  celles  dont  l'intégrale  a  toutes  ses 
singularités  fixes. 

Il  est  d'ahord  évident  ([ue.  parmi  toutes  les  équations  de  la  forme 

ré(juation  linéaire  est  la  seule  jouissant  de  cette  propriété. 

Cherchons  les  conditions  pour  (|ue  l'intégrale  générale  de  l'écpiation 
hinome 

■n.   _     P  (■'''.') 

ait  toutes  ses  singularités  fixes. 

D'abord  Q  ne  peut  pas  renfermer  r,  et  le  degré  de  P  en  y  est  au  plus 
égal  à  m.  Soit  v  =  r^  une  racine  de  P(.r,  v)  =  o,  pour  laquelle  v'  dé- 


(  :in  ) 

Iniic  pnr  (i)  se  raniKic.  D'npri's  les  condilions  do  .M.  Kiiclis,  y  = -f] 
doit  ("'(rc  une  iii(éi,'rale  de  (i),  cl,  ilc  [dus,  on  doit  avoir 

on  désignant  par  'C  la  r'acinc  roniniunc  on  y'  aux  doux  O(|iiations 

<) 


j"" -!>(.,•,  V) 


â\ 


:,\y""~  P(.î-,v)]=o, 


rt,  oollo  racine  eoiniuune  étant  y'  -  -  o,  ou  aura 


(i.r 


o. 


c'est-à-dire  tj  =  eoust. 

l'ar  consé([uenl,  toutes  les  fois  que  le  polynôme  !'(./•,>')  reurcrnie 
dos  fadeurs  de  la  forme  y  —  -q,  où  -q  est  une  l'onction  do  jt,  le  point 
y  =  •/)  (où  l'on  considère  x  comme  constant)  n'est  pas  un  point  do  ra- 
mification (\t\y'  définie  par  (i).  11  s'ensuit  (jue,  s'il  exislo  do  tels  fac- 
teurs, chacun  d'eux  doit  être  élevé  à  une  puissance  égale  à  />i  ou  à  un 
multiple  de  //?;  mais,  comme  le  degré  de  P  en  y  ne  peut  pas  surpas- 
ser' ///,  s'il   existe   un   loi  facteur,   il  l'st   uuiquo.  et  P  doit  otro  de  la 

forme 

P(.r,  y)  =  ■/,{.>-)  {y --ny, 

dans  (|uel  cas  ré(]uation  (  i  )  ^''  l'oduit  à  i'é(|uation  linéaire 

,)•'=  'V7.i-'')iy  —  fi)- 

Pour  (|u'il  n'en  soit  pas  ainsi,  il  faut  donc  que  P  soif  d(>  la  forme 

P (■'■..»•)=- 7. (•'■)ï'(,v), 

OÙ  s  est  un  polynôme  en  v  à  coefficients  constants,  dont  le  doi^ré  ne 
surpasse  pas  m,  et  en  posant 


ré(|uation  (i)  devient 

(2) 


V^X  (*')  '''■''  ^=  "'•^! 


(:£)"-o-.. 


(  3i  ) 
Pour  que  les  points  critiques  de  y,  considéré  comme  fonction  de  x, 
soient  fixes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'intégrale  générale  ,v(:)  de  (2) 
soit  uniforme.  Or,  pour  les  équations  hinomes  de  la  forme  (2),  Briot 
et  Bouciuet  ont  indiqué  tous  les  types  intégrables  par  les  fonctions 
uniformes  (' ).  Parmi  eux,  il  y  a  onze  types  intégrables  par  des  fonc- 
tions méromorphes  doublement  périodiques,  qu'il  faut  laisser  de  coté, 
car  l'intégrale  j'  qui  leur  correspond  a  des  pôles  variant  avec  la  con- 
stante d'intégration,  et  alors  les  types  restants  sont 


1. 
II. 
III. 
iV. 


-3-    =A'(.r- 


m 

dy 
dz 


=  ff(y 
=  8-(y- 


b)" 


■a)-, 

a)  (.»•  —  l))^ 
")'  (j  —  '')  (,'■ 


<-■) 


(pétant  une  constante)  et  leurs  transformées  obtenues  en  posant 


où  y.  est  une  constante.  Les  deux  premières  équations,  ainsi  que  leurs 
transformées,  sont  intégrables  par  des  fonctions  rationnelles,  et  les 
deux  dernières  par  des  fonctions  simplement  périodiques.  Mais  on 
voit  facilement  que,  parmi  toutes  ces  équations,  les  seules  satisfaisant 
;uix  conditions  du  problème  qui  nous  occupe  sont  : 


'(7-.^)(j  — y): 


la  première  est  déduite  de  II  et  la  sec(mde  de  IV  en   cliangeant  v 
on  a  H 


(')   Théorie  i/es  fondions  e//ip/ir/iies,  p.  389  :  187 


(  '^-^  ) 

On  a  ainsi  le  ipsnllal  siiivanl  : 
l'ariHi  loKics  les  ('r/iKilio/ts  de  hi  forme 


ft.v 


ii('-,r), 


nù  \\  est  inif  fonction  nilionncllc  en  y  vt  fjitclconquc  en  x,  les  seules 
i'<liuiti()ns  dont  les  int('i:;irtles  mit  toutes  leurs  singuluriles  fixes  sont 
l  è(Hiati(>n  linéuire  et  les  deux  è(jn(ttu)ns  iuieantes  : 

(jë)'"-x(.0(,>-.r^'. 

(^Jgy    :r.y(.r){r-a){y-f>), 

où  u  et  h  sont  des  constantes  et  y  (  x)  une  f)tielion  (lueleonque  de  x. 
l/inlrgrah;  di^  la  premii'ie  ('qualion  est 

)•  =  „  +  I  C  +  ^  y  "IffS  .r)  d.v  J     , 

cl  (■(■lie  (le  la  seconde 

y  =  1  (,  +  ,)  +  Î^.M^  +  ^-^  e"-'#^. 

Km  isai;'c()ns  cncnrc  rc(|uali(in 

(:>)  p{.r.  Y)y---v^  '/(.r,  j)k'-h  .v(j>,  y)-o, 

oit  p.  ij.s  sonl  polynômes  en  v. 

l'oni-  (|ne  les  points  critiijues  tic  l'intégrale  soient  fixes,  il  faut  et  il 
sul'lil  (|ue  les  conditions  suivantes  soient  remplies  : 

i"   l,es  degrés  lespeetil's  de/),  y,  .v  en  v  sont  an  plus  égaux  ;i  o.  2,  '\  : 

y."  I.e  disci'iminanl  A(.r,j')  =  ff-  —  '\ps  de  [  !  )  par  ra])poi't  ii  y',  con- 
sidéré comme  polynôme  en  v,  est  ;  soit  un  cai'ré  parfait  |  et  alors  ré(pia- 
tion  ( ')  )  se  décompose  en  deux  équations  de  Riccati  |.  soit  l(d  (jue 
re(|naliou  A(,f,  v)=  o  ail  une  racine  double  en  y  et  deux  autres  dis- 
tinctes [ré(iualion  (3)  est  du  genre  o|,  soit  tel  que  l(x,  y)  =  o 
ait  ses  (juatre  racines  distinctes  [l'équation  (>)  est  du  genre  1  ]. 

')"  Toutes  les  racines  de  A  =  o  sont  des  intégrales  de  (']). 
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Lorsque  les  pôles  de  y  sont  également  fixes,  les  degrés  respectifs 
de  ^  et  ^  sont  au  plus  égaux  h  i  et  2;  le  discriminant  \(œ,y)  est  un 
polynôme  du  second  degré  en  y  et  l'équation  (3)  est  du  genre  o;  la 
condition  2°  est  alors  toujours  remplie.  Par  conséquent,  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  toutes  les  singularités  de  l'inté- 
grale soient  fixes  sont  les  suivantes  : 

1°  Les  degrés  respectifs  dep,r/,s  en  v  sont  au  plus  égaux  à  o,  i,  2; 

2°  La  courbe  A(x,y)  =  o  est  une  intégrale  de  (3). 

Si  les  deux  racines  en  y  de  A  =  o  sont  égales,  l'équation  (3)  est 
décomposable  en  deux  équations  linéaires;  si  ces  racines  sont  dis- 
tinctes, elle  se  ramène  à  une  équation  linéaire  par  une  transformation 
de  la  forme 

r=R,(,r,  >.),         j-'=R,(.r,  ).), 

où  R|  et  Ro  sont  des  fractions  rationnelles  en  a. 

L'équation  (3)  se  rencontre,  comme  l'on  sait,  (juand  on  cherche  les 
lignes  asymptotiques  ou  les  lignes  de  couihure  des  surfaces  pour  les- 
quelles les  coordonnées  s'expriment  en  fonction  rationnelle  d'un  para- 
mètre u  (et  d'une  façon  quelconque  d'un  autre  paramètre  t').  Si  les 
conditions  A  et  B  précédentes  sont  reiiiplies,  ces  lignes  s'obtiennent 
donc  par  deux  quadratures  au  plus. 

'.i.  J'ajouterai  ici  une  application  des  théorèmes  du  Cha|)itre  I  relative 
aux  directions  asymptotiques  de  l'intégrale  générale  de  F(  a%  y,  v  )  =0, 
où  F  est  un  polynôme  en  .T,y,y',  qui  peut  être  utile  dans  l'étude  de 
ces  intégrales. 

Proposons-nous  de  chercher  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  ces  directions  ne  varient  pas  avec  la  constante  d'intégration, 
et  de  calculer  dans  ce  cas  leurs  coefficients  angulaires.  Si  l'on 
pose  A  =  -,  les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  non  parallèles 
à  l'axe  des  v  sont  les  valeurs  finies  de  X  pour  lesquelles  x  devient 
infini,  lorsque  dans  l'équation  y  =  Xa-  on  remplace  y  par  l'intégrale 
générale  de  F  —  o.  Or,  en  remplaçant,  dans  F  =  o,  y  par  A.r  et  y'  par 
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on  ol)li('nl  mit'  ('•(iiiulioii 


cl  la  côiidilioii  iK'i'cssaiiv  cl  siiltlsanlc  (•Iici'cIk'c  csI  (|ii('  les  infinis  X,, 
A..,  ....  A,,  ...  (Il'  .)■,  i-onsidi'iM''  cinnmc  inlri^i'aic  i^rncralc  de  M' =  o, 
ne  varicnl  pas  a\('r  la  conslanlc  (rinlri^ralidii.  Par  consiMiucnl  : 

Pour  //lie  /rs  (liicclioiis  asyiiipti>li(jncs  de  y  ne  riiriciil  pas  avec  la  con- 
sliiiilc  <r iiili'i^ralioii ,  il  faut  et  il  siijjll  (jttc  le  polyi^our  de  M'  =  o  /^  ail 
aucun  vùlc  il  (Iroilr  de  son  so/ninci  rr  droit.  Si  l'on  dcsi<^nc  par  'jf  A  )  le 
coc'JJicic/il  du  ter/ne  corrcspondatil  à  ci-  sommet,  les  cocjfirients  angulaires 
des  asymplolcs  /ion  /laralleles  à  Ov  sont  racines  de  re'r/ualion  o(A)  =  o. 

.le  sii^nalc,  en  passant,  une  ap|)lica(i()n  de  ce  lliéoi'i'nic,  l'cdativc  ;i 
rr(]nali(in  ali;cl)ri(jnu  F(y,y',y")  =  o  (où  a-  ne  tii^nrc  pas)  dans  les 
cas  oi'i  son  iniciçrale  fj^cnéralc  est  une  l'oiiclion  alL(ebi-i(|ue,  simplement 
péiiodi(ine  on  (loiii)lement  péi'iodiqne  ;i  nn  nombre  fini  de  valeurs  (ce 
(jue  les  méthodes  de  .AI.M.  Picard  et  Painlevé  permettent  de  recon- 
naître). Dans  ce  cas,  l'équation  ilu  premier  ordri; 

a  son  intégrale  générale  /(,)',/>,  (1)  =  o  algébriijue,  et  y  s'obtient  par 
l'inversion  ib^  l'intégrale  abélienne 

Considérons/^  et  >' comme  ral)sciss(^  et  l'ordonnée  d'un  point;  les 
directions   asyniploti(|ues ,    non    parallèles    aux  axes    de    la  courbe 

•/  (V,  /),  V.  )  =  o,  sont 

3(,=  lnn—  rioiii-  v=;oc; 

les  coefficients  angulaires  (finis  et  dillérenls  de  zéro)  des  tangentes  à 
cette  courbe  aux  points  réels  ou  imaginaires  où  elle  renconti'e  l'axe 
dos  y  sont 

a         I  ■      'h' 

Pi=\nu-r-         |)our         »  r=  u. 
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Il  est  connu  dans  la  théorie  des  intégrales  abéliennes  que  les  valeurs 

iT.ix,     et     2-/3, 

sont,  à  un  facteur  entier  prl'S,  les  périodes  polaires  de  l'intégrale  abé- 
lienne  x  =  j  —>  correspondant  aux  infinis  logaritlimes  simples,  c'est- 
à-dire  aux  valeurs  ■>'  =  a,  pour  les(|uelles  .r  devient  infini  et  sa  dérivée 

est  de  l'ordre  de  — ' —  Par  conséiiuent,  si  l'intégrale  \- est  aUébritiue 

y—"  '  '        ■  ' 

ou  doublement  périodique,  il  n'y  a  pas  de  valeurs  a,  et  3,  finies  et 
différentes  de  zéro;  si  v  est  simplement  périodicjue,  les  valeurs  a,  et  |i}, 
forment  une  suite  de  nombres  commensurables  entre  eux,  et  la  période 
de  V  est  alors,  à  un  facteur  entier  près,  égale  au  plus  grand  diviseur 
commun  aux  a,  et  Ji,  multiplié  pai'  2-?. 
Ceci  étant,  posons  dans  (2) 

f/i)        .  r 

d'7. 
et  soit 


(3) 


la  transformée  ainsi  obtenue.  ^'  étant  mis  sous  la  f'diino  d'un  judy- 
nome.  Si  l'on  désigne  par  A,  les  valeurs,  finies  et  différentes  de  zéro, 
de  >.  qui  rendent  intuiie  l'intégrale  J'(  A  )  de  (j),  on  aura 


Par  conséquent  :  pour  f/iic  i'i///('f:r(ik  y  de  F(  v,  v',.v")  =  o  puisse 
être  algébrique  ou  doublement  j)ài<)(li(]ue,  il  faut  que  le  polygone  de  (3) 
n'ait  aucun  sommet  à  droite  de  son  sommet  ôï  droit  et  que  le  coefficient 
du  terme  correspondant  à  ce  sommet  se  réduise  à  une  constante. 

Supposons  que,  le  polygone  de  (3)  n'ayant  aucun  sommet  à  di'oite 
du  sommet  —j  droit,  le  coellleient  du  terme  dans  ''I'  coi'iespondant  à  ce 
sommet  soit  une  fonction  Ç'(a)  de  A.  Alors: 

Pour  que  y  puisse  être  une  fonction  siniplemcnt  périodique  de  x,  il 
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faut  (jiic  les  racines  >.,,  X.,    ...  de  Vcqualion   9(A)  =  o  formciil  une 
siitlc  (le  n<>inl)iTs  comineiisurables  entre  eux. 

On  oblicnl  des  |»r()|)()sitions  iuialogiies  en  considrr'aiU  les  valeurs  [î,; 
CM  écrivaiil  l'équalioii  (2)  sous  la  ibi'iDc 


les  [i,  sont  racines  de  l'équalion 

(4)  -^'^  (•>■'"  i^;^ 


où  y„  csl  un  zéro  queleoncjue  de  l'inléi^rale  générale /M  v)  de  ré(|ua- 
tion  (2). 

.SV  l'intégrale  y  (x)  est  aly^èhri(]iie  ou  tlouhleitieni  périoili<jue.  Iniuatuiii 
(^\)  lie  ju-ut  avoir  aucune  racine  ^^j,  finie  et  dij/'èrcnte  de  zéro. 

Supposons  que  cette  équation  admette  des  racines  finies  Jii,,  indé- 
])endantes  de  t„,  ou  encore,  si  elles  en  dépendaient,  (jue  le  polygone 
de  (  2  )  ail  son  sommet  nr  gauche  comme  sommet  extrême  gauche  (dans 
quel  cas  v„  ne  varie  pas  avec  la  constante  d'intégi'ation),  et  soit  0(/) 
le  cocilicient  du  ternie  correspondant  à  ce  sommet.  Désignons  par 
(fi,,  Vj)  les  diirérents  systi-mes  d(!  racines  communes  aux  deux  é(]ua- 
lions 

SI  /  intégrale  y{.r)  est  su/i/i/e/ne/it  /)éruidi//ue.  les  i\i leurs  '^j,  J arment  une 
suite  de  nondn/'s  comniensurahles  entre  eux  et  o^'cc  les  racines  /.,  de 
'^(  A  )  =;  o;  la  période  est  alors,  à  un  facteur  entier  prés,  égale  éi  'i-ip.  p 
étant  le  plus  a;rand  diviseur  commun  au.v  ji,  et 't.,. 

Nériiions  tout  ceci  sui'  re\em|de  simple 

y  y'  H-  ay'-  n-  byy'  =  o, 


(  37  ) 
où  a  et  h  sont  des  constantes.  On  a  ici 


D'après  ce  qui  précède,  si  y  est  algébrique,  on  a  ^  =  o;  si  j  est  une 
fonction  simplement  périodique,  «est  nul  ou  commensurable,  etalors 

la  période  est  égale  à  ^,  à  un  facteur  entiei-  près. 

Ceci  se  véritie  à  la  seule  inspection  de  l'intégrale  générale  (|ui  est, 
soit 

/  =  C(i-+-C'c''-)ï^, 
soit 

y  =  C(l  -+-  C'^)'^", 

suivant  que  h^o  ou  b  ==  o. 

Quelques  applications  à  l'étude  des  intégrales  uniformes. 

1.  Soit  Yix,y,y' )  =  o  une  équation  du  premier  ordre,  où  F  est  un 
polynôme  enj,  /,  algébrique  en  x. 

Quand  on  veut  reconnaître  si  l'intégrale  générale  d'une  telle  é(|na- 
tion  est  uniforme,  on  vérifie  d'abord  si  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  de  M.  Fucbs,  pour  <|ue  les  jioints  critiques  algébriques  de 
l'intégrale  soient  fixes,  sont  remplies.  S'il  en  est  ainsi,  ré(jualion  s'in- 
tègre algébriquement  au  moyen  de  la  théorie  des  transformations  bira- 
tionnellesdes  courbes  algébriques  en  elles-mêmes,  ou  par  une  quadra- 
ture, ou  se  ramène  à  une  équation  de  Riccati,  suivant  que/>  >  \ ,  p  =  i 
ou  jo  =  o,  /?  étant  le  genre  de  F  =  o  en  j,  y'.  Ceci  fait,  il  ne  reste  qu'à 
vérifier  si  l'intégrale  ainsi  obtenue  n'a  réellement  pas  des  points  criti- 


(  ">«  ) 

<|iR's.  OiianI  il  l;i  n;iliirc  anal_y(i(iiic  des  roiiclionsiinifoniics  (prciig-i'inlfc 
riiitrgralioii  (riinc  éqiialion  telle  (jiic  F  =  <>, 

I"  Si  p  ^  •  I ,  ee  sont  des  l'oiietioiis  rationnelles  en  r; 

•1"  Si  /;  —  I ,  ce  sont  des  l'onclions  rationnelles  en  .r  et  en  ^^(J),  ^ 
étant  le  symhole  d'une  l'onelicui  rnéronioi'|»lie  doultlement  périodique 
et  .1  élanl  une  inléi^rale  aliélienn(^  ; 

')"  Si  1)  —  (>,  ce  sont  li's  transeendantes  délinies  par  une  é(|uation 
de  lîiceati  ;i  eoeriieients  ali;éhri(|nes  en  .r. 

Loi'S(|ne  r  ne  lii^nic  |»as  e\|)lieiternent  dans  l'équation,  les  fonctions 
nnil'ornies  eni^cndiées  |)ar  son  intégration  peuvent  être  des  l'onctions 
rationn(dles  soit  en  .r,  soit  en  c'"',  soit  en  sn(rt.f)  et  c\\{a.v)A\\{ax). 

Si  rintéi;rale  générale  de  V  =  o  est  /lolomorplic  dans  tout  le  plan, 
le  ^inrr  //  csl  di/fércnl  de  l'iuiilè {  sans  quoi  il  y  ani'ait  des  pôles  nioliiles) 
<'t  alors  : 

I"  Si/j^-r.  l'intégrale  est  un  polynôme  en  a:  ; 

•j"  Si  p  —  o.  c'est  un  polynôme  en  -r,  r'  ",  c^'""',  f  a-" e"''^dx 
(//=;o,  1 ,  2,  . . .  ),  où  .I(a-)  est  une  intégrale  ahélienne.  Et  en  tenant 
eoniple  de  ee  (|ue  nous  avons  dit  relativement  ii  la  nature  île  l'inté- 
grale.I(.r)  (roir  le  paragraplie  sur  les  singularités  de  l'intégi'ale),  on 
voit  l'aeilement  que  : 

a.  Si  le  degré  //i  de  F  =  o  en  y'  est  impair,  l'intégrale  est  un  poly- 
nôme eu  .r,  (''''\r~''"\  I  .v" ('''  "  f/.v  {  n  =  o,  \ ,  2,  . . .),  où  P(--r)  est 
un  p(d\nome  en  .r. 

/'.  Si  le  degré  /n  est  pair,  l'intégrale  ahélienne  J(.i)  est  du  genre 
liyper(dli|)ti(|ue. 

2.  IMais,  même  dans  le  cas  où  l'intégrale  générale  n'est  pas  uni- 
forme, l'é(|ualion  peut  admettre  une  ou  plusieurs  intégrales  particu- 
lières unil'ormes.  Fes  méthodes  servant  à  reconnaitre  si  l'intégrale 
i;én(''rale  est  unifoinu'  ne  s'ap[)li(|uent  point  lorsqu'il  s'agit  de  recon- 
naitre si  ré(|uation  admet  des  intégrales  particulières  uniformes, 
prohlî'uie  généraleuHMit  plus  com|)liqué  (jue  le  premier.  De  même  on 
sait  reconnaitre  la  nature  ;iualyti(HU'  de  l'intégrale  générale  supposée 
uniforme  d'une  é(|uation  donnée,  mais  on  ne  sait  pas  résoudre  le 
prohlème  analogue  pour  les  intégrales  particulières. 

De  là  l'intérêt  de  clierclier  des  types  d'écjualions  ayant  une  certaine 
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généralité,  pour  lesquels  ou  peut  traiter  de  pareilles  ([uestions.  Ainsi, 
il  résulte  d'un  théorème  de  M.  Paiulevé  [  ')  (|ue,  si  tlaus  ré(iuatiou 

où  P  et  Q  sont  polvnonies  eu  x  et  y,  le  deiiouiiuateur  Q  ue  reul'eruie 
aucun  facteur  de  la  forme  .r  —  a,  a  étant  une  eousiaute.  et  si,  de  plus. 
le  dsffré  de  0  en  .r  surpasse  d'au  moins  deux  unités  le  deiiré  eorres- 
pondant  du  numérateur  P,  toute  intégrale  uniforme  de  récjuatiou  est 
une  fonction  rationnelle  de  .r. 

Plus  généralement,  étant  donnée  l'équaliou 

s,[/^,(x,  y)  ne  contient  aucun  facteur  de  la  forme  -r  —  <i.  a  étant  une 
constante,  et  si,  de  plus,  le  degré  de  ./o  (•»■..>')  eu  .r  surpasse  d'au 
moins  2A-  unités  le  degré  correspondant  du  coeflicieut  /^,,_^{x-,  y) 
(^  =  1,2,...,  [j.),  toute  intégrale  uniforme  est  rationnelle. 

Les  intégrales  particulières  uniformes  d'une  équation  F(x,y,y)  =  o, 
algébrique  en  a;,  j,  y',  peuvent  être  rationnelles  on  transcendantes; 
dans  ce  dernier  cas  nous  dirons  que  deux  ou  plusieurs  intégrales  uni- 
formes y,,  Vo.  . . .  sonidis/inrtcs  s'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation 
algébrique  à  coefficients  algébriques  en  .r. 

Je  me  propose  de  montrer,  en  combinant  un  procédé  employé  par 
M.  Painlevé  dans  l'étude  des  intégrales  rationnelles  avec  les  théorèmes 
connus  de  M.  Picard  sur  les  zéros  des  fonctions  uniformes  et  sur  le 
genre  des  courbes  algébri(|ues  dont  les  coordonnées  s'expriment  en 
fonction  uniforme  d'un  paramètre,  comment  on  peut,  pour  des  classes 
étendues  d'équation,  préciser  la  liniile  si/périeare  du  iioitihre  des  inté- 
grales uniformes  distincics  et  la  forme  de  l'équation  dans  le  cas  où  elli^ 
admet  des  intégrales  uniformes  transcendantes;  dans  C(^  dernier  cas, 
je  signalerai  aussi  les  relations  algébri(|ues  (|ui  existent  entre  telles 
intégrales  non  distinctes. 

{')  Jiinales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  p.  4'^;  1888. 


(    1o   ) 
3.   l)(''iiion(rons  «l'ahortl   un  tliéoriMiic  ge-nôral  rolnlif  ;ui\  intégrales 
nnilornicsdcs  ('"([uafions  V(.r,  y,  y')  =  o,  où  F  est  iin  polynomo  irré- 
(liictil)!'"  (Ml  V  cl  v',  il  coeflicients  algébriques  en  .t.  On  peut  toujours 
écrire  une  lell(>  é(|ualion  sous  la  forme 

(0  F(.r,  X,j,j')  =  o, 

F  élan!  un  polynôme  irréductible  en  x,X,  f,  y',  et  ce  et  X  étant  liés 
pai'  une  relation  algébrique 

G(,r,  X)  =  o. 

En  mettant  en  évidence  les  puissances  de  X,  ré(|uation  (i)  peut 

s'écrii-e 

(2)  F„(^,  y, .)-')  +  F,(j-,  y,  r')X  +.  .  .^-  l-„,_,(.r,  r,  r')\"-'=zo, 
m  étant  le  degré  de  G  en  X.  Je  dis  que  : 

Toute  inlcL^Tdle  uniforme  de  (i)  est  commune  à  m  équalions  différen- 
tielle 

(3)  F„  =  o,        F,  =o,         ....        F„,_,  =  o. 

lui  elTef,  l'emplaeons  dans  (2)  y  et  v'  par  Tinlégrale  uniforme  consi- 
dérée et  sa  dérivée,  on  obtient  ainsi  une  ndation  W(x,  X)  =  o,  entre 
X  et  .r,  de  degré  au  plus  égal  à  /;?  —  i  en  X.  Si  les  coefficients  de 
H  =  o  ne  sont  pas  identiquement  nuls,  les  deux  polynômes  G  et  H  en 
X  doivent  avoir  un  facteur  commun  K(.r,  X),  polynôme  en  .r  et  X, 
puisqu'il  divise  tî.  Donc  l'équation  G(.r,  X)  =  o  ne  serait  pas  irréduc- 
tible. Par  conséquent,  on  doit  avoir  identiquement  les  F,  =  o. 

Gomme  les  F,  n'admettent  pas  de  facteurs  communs  [sans  (juoi 
l'équation  (i)  sei-ait  réductible],  les  éijualions  (3),  ou  bien  sont  in- 
compatibles (dans  quel  cas  il  n'y  a  pas  d'intégrales  uniformes),  ou  bien 
définissent  une  relation  algébriipie  en  lie  .r  et  v.  D'où  le  tbéori'ine  sui- 
vant : 

Etant  donnée  une  équation  Y{x,y,  y' )  =  o,  où  Y  est  un  polynôme 
irréductible  en  y  et  y' ,  et  algébrique  en  x,  pour  quelle  puisse  admettre 
des  intégrales  uniformes  transcendantes,  il  faut  que  F  soit  rationnel 
en  X. 


(  4i  ) 
Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  tonte  intégrale  uniforme  de 
F  =  o  est  rationnelle,  et  l'on  saura  toujours  calculer  ces  intégrales, 
car  elles  sont  communes  aux  équations  (3). 

4.   Ceci  étant,  distinguons  les  deux  cas  suivants  : 

i"'c.AS  :  L'équation   F  =  o  est  à  points  rritiqi/cs/i.ri's.  —  Désignons 
par  p  le  genre  de  F  =  o  en  v  et  y'.  Alors 

1°  Si  /?>  I,  toute  intégrale  uniforme  est  rationnelle; 
2"  Si  p  ^  1,  en  posant 

(où  R  est  rationnel  en  y,  y'  et  algébrique  en  x),  F  =  o  se  ramène  à  la 
forme 

(4)  -=JL^==H(x)f/,r, 

v/i-Y^)(i-/.-Y-^) 

oîi  k  est  une  constante  et  H(a')  algébrique  en  x.  Si  une  intégrale 
y,(.r)  de  F  =  o  est  uniforme,  l'intégrale  Y, (a-)  correspondante  de  (i) 
n'a  qu'un  nombre  fini  de  valeurs.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que 
les  périodes  de  l'intégrale  aliélienne  f  \\{.x-)(Lv  soient  les  périodes  de 
sn(x,  ^-);  quand  il  en  est  ainsi,  l'intégrale  générale  Y(.r,C)  de  (4) 
n'aura  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  y{-i--)  également,  mais  il  restera  à 
vérifier  si.  parmi  ces  intégrales,  il  y  en  a  qui  seront  uniformes.  S'il  en 
existe  plusieurs,  elles  ne  sont  pas  distinctes  :  elles  s'expriment  algébri- 
quement en  fonction  de  x  et  de  l'une  d'entre  elles. 

En  elfet,  \{x,  C)  s'exprime  algébriquement  en  fonction  de  Y, (a-) 
d'après  le  tliéorènie  d'addition  des  fonctions  elliptiques 


Ya^p(cT-Cv^p(V7) 


avec  p(Y)  =  (i  —  Y^)  (i  —  ^--Y-).  et,  par  suite.  y(-r)  s'exprime  algé- 
briquement en  y^  (x)  et  en  C. 

Donc,  si  /;  =  I ,  U  ne  saurait  jamais  exister  plus  d'une  intégrale  uni- 
forme distincte. 

3°  Si  p  =  o,  l'équation  F  =  o  se  ramène  algébriquement  ii  une 
P.  ^  0 
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(■'(jualioii  (II'  Hiccati  en  Y,  on  posant  Y  =  R( y,  y',  x),  où  R  est  ralion- 
iH'l  Cil  )-,  >'  cl  X  figui-ant  rationnctlcnicnl  ou. par  un  railical  carré.  Si 
)',(a-)  csl  iiiiiloinic,  l'intcgrahi  con'cspondaiiU^  Y|(.r)  de  l'c(|natu)n 
de  Riccati  cs(  à  un  nonihrc  fini  de  valoui's.  Pour  une  c(|ualion  de  Ric- 
ca(i,  (Ml  sail  (roMvcr  des  intégrales  algéhriqucs  ou  à  un  noiuhre  donne 
de  val(!nrs,  mais  on  ru'  sait  pas,  en  général,  rcconnailre  si  (die  a  des 
inlégrales  nniCorines,  ou  si  son  intégrale  générale  est  nuifoi'nie.  Quoi 
(|u'il  en  soit,  il  peut  arriver  (jue  ré(juation  de  Riccati  ait  une,  deux  ou 
trois  intégrales  unifornies  (ou  ii  //valeurs");  s'il  y  en  a  trois,  l'intégrale 
générale  \(.v)  est  nnifoi'ine  et  s'exprime  rationnellement  en  fonction 
de  trois  intégrales  j)articulières. 

L'é(jiuiti<>r>  f}n//ii/ivr  F  =  o  //cul  donc  nclnicllic  o,  1,2  ou  0  intcgraks 
uniformes  (lisliiu-tcs,  mais  pas  dava/z/agc. 

■2'-'  CAS  :  L'c'f/uation  F  =  o  csl  à  points  rrin'f/ues  mobiles.  Dans  ce  cas,  il 
existe  un  certain  nombre  de  valeurs 

(5)  _)■,= -j,(x),  y.—  o.,{j:),  ...,  y„^9„(,r), 

telles  que  l'une  au  moins  des  valeurs  cori'ospondantes  de  y'  (par 
exemple  v,  )  soit  irrégulière  (infinie  ou  critique),  et  l'intégi'ale  v(.r) 
(|ui,  poura-  -  .r,,.  prend  la  valeur  y,  ((•„)  et  admet  pour  dérivée  r',  (x), 
admet  x  --  ■>■„  comme  point  criti(|m;.  Nous  nous  bornerons  à  considérer 
les  é(|iiations  pour  lesquelles  toutes  les  valeurs  de  y'  se  comportent 
comun;  j',  pour  certaines  des  déterminations  (5).  Autrement  dit,  nous 
supposerons  qu'il  existe  des  fonctions  (;""))  telles  que  toute  intégrale 
qui,  i)our  x  =  .r„  prend  la  valeur  >',(^o).  admet  x  =  x^  comme  point 
criti(|ue,  sauf  pour  certains  points  particuliers,  satisfaisant  à  une  cer- 
taine condition  algébricjue.  (^est  ce  (jui  arrivera  toujours  pour  une 
équation  du  |)remier  degré  en  y'  (n'étant  pas  une  équation  de  Riccati 
ou  linéaire  ) 

,_  P  (■'-..>■) 
'  ""Q(^-,/)' 

où  P  ctQ  sont  [)olynomes  en  v,  algébri(|ues  en  r;  en  effet,  toute  valeur 
V,=  5,(.r)  annulant  Q  jouit  de  la  |)ropriété  précédente.  C'est  ce  (jui 
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arrivera  encore  pour  une  équation  du  second  degré  en  y' 


,_  A(.r,,r)  ~\U(.v,y) 

A,  B,  C  étant  des  polynômes  en  v,  algébricjues  en  v.  En  etret,  les 
valeurs  j',= '^,(.r)  qui  annulent  B  sans  être  ni  racines  doubles  ni 
intégrales  singulières,  jouissent  de  la  propriété  en  question.  Toute- 
fois, quand  toutes  les  racines  d'ordre  impair  >',=  'i-ii^)  tl^  B  =  o  sont 
solutions  singulières,  il  n'en  est  plus  ainsi,  et  l'équation  ne  rentre 
plus  dans  la  classe  considérée,  à  moins  pourtant  ([iie  des  valeurs 
yA=  0;;(;c)  racines  de  C  =  o  ne  rendent  infinies  les  deux  valenis 
de  v'. 

De  même  l'équation  binôme 

,',„-  P(-r..r) 
^'     ~  Q(.r,j •; 

jouira  des  propriétés  en 'question  pour  toutes  les  valeurs  v',  =  ç;,(  x), 
racines  de  P  =  o  ou  de  Q  =  o,  dont  la  multiplicité  n'est  pas  un  mul- 
tiple entier  de  m. 

D'une  manière  générale,  la  condition  en  question  sera  remplie 
quand  il  existera  des  valeurs  v,  =  o,(.r)  rendant  infinies  ou  critiques 
toutes  les  déterminations  de  y'  sans  être  des  intégrales  singnlières  de 
l'équation.  Dans  tous  ces  cas,  les  fonctions  v,  =  Oi(.v)  seront  des/onc- 
tions algébriques  de  X.  En  eiïet,  elles  satisfont  à  l'équation  obtenue  en 
annulant  le  coefficient  de  la  plus  baute  puissance  de  v'  dans  F  =  o, 
ou  bien  le  discriminant  de  F  =  o  par  rapport  à  /. 

Traitons  d'abord  le  cas  de  l'équation  du  premier  degré  en  y' . 

Equation  du  premier  deqré. 

Soient  P(.r,  v)  et  0{x,y)  deux  polynômes  en  v  des  degrés  respec- 
tifs m  et  m'  à  coefficients  algébriques  en  a-,  et  envisageons  l'équation 
différentielle 

Pour  que  l'équation  puisse  admettre  des  intégrales  uniformes  Irans- 


(  'Vi  ) 

cendanlcs,  il  (aiil  (pic  P  cl  Q  soient  ralioiincls  on  .r;  on  [)cnl  les  sup- 
poseï"  polvnonics  en  .r.  De  pins,  par  nnc  (ransf'onnalion  lionioL;i'a- 
pln(|iie,  on  peiil  ion  jours  rainenei'  ré(|  nation  ii  satislairc  ;i  la  condition 
/»  =  ///'-f-  -i,  (|ne  nous  snpposerons  donc  remplie.  La  valcnr  de  >'  =  :c 
est  aliH's  nnc  valcni'  ordinaire;  c'est-à-dire  (]ue,  si  l'on  pose  j=  t' 
l'inlégrah;  :-(.v)  (]ni  ponr.r  -^  .)„  prend  la  valeur  :;  =  o  est  lioloniorphe 
an  voisinaiic  de  .r  —  .»■„  (pris  an  hasard).  Distingnons  les  (piati'c  cas 
suivants  : 

I "  n  =  o  admet  plus  de  deux  racines  }',  =  ':>,(  .r  )  disli/idcs,  et  soient 

.yi-?|('-)»  J2=?2(-'-).  .}':.=  ?!(■'■) 

trois  (|nclc()n(|ncs  de  ces  l'acines;  elles  penvent  d'aillenrs  cti'c  des 
branches  il'nnc  incinc  lonction  algébrique. 

Je  dis  (|nc  :  hitilc  liil(''p;mlc  uni  forme  de  ((i)  est  nilionticlle. 

Vax  cU'el.  elle  ne  pent  avoir  (|ne  certains  points  essenli(ds  connus  ii 
l'avance;  soit  r-  -  «  un  tel  point.  Si  a- =  r/  est  un  point  critiipK^  de 
o,,  ^2  ou  O;,,  nous  pouvons  toujours  poser  .r  —  a  =  :',  de  façon  (|ue  'v,. 
'^2,  9.,  devieuneul  trois  tondions  unilornies  de  E  dans  le  voisinage  de 
^  :=  o.  Nous  pouvons  donc;  toujours  sup[)oser  cp,,  o.,,  ç-.,  uniformes  dans 
le  voisinage  de  r  ^  «.  Ceci  posé,  ii  la  variable  y  substituons  la  va- 
riable :  (buinéc  par 

.  _  (?-2  — 93)(.r  —  ?i) 

(?.-?i)(y-?3)' 

l'our  V  =  'f  I  (.r),  on  a  3  =  o;  pour  y  =  Ç'o(.r),  on  a  ^  =  1,  et  pour 
V  =  O3,  on  a  ;  =  te.  D'autre  pari,  une  intégrale  y  supposée  uniforme  ne 
peut  être  égale  à  o,,  cp.,  ou  O;,  (jue  pour  les  valeurs  exceptionnelles 
de  ,r  en  nom/ne  fini.  \a\  fonction  z{x)  serait  donc  une  l'onction  admet- 
tant x  —  a  comme  point  essentiel,  étant  uniforme  dans  le  domaine  de 
ce  point  cl  ne  picnanl  dans  le  voisinage  de  .i'  ^  ei  les  trois  valeiu's  o, 
I,  -K([u'un  nombre  lini  de  fois.  La  fonction  uniforme  v(.r)  ne  peut 
donc  admettre  de  points  essentiels  (à  distance  finie  ou  infinie)  :  c'est 
donc  une  Jonction  rationnelle  de  x. 

2"  Q  =  0  admet  deux  racines  j',  =  cp,  (.1)  et  y.,  =  92 (-i')  distinctes. 
Posons 

y  — 92 
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La  fonction  ;(.r) 'n'est  pas  nécessairoment  niiifornic.  puisque  '^i  et 
Oo  ne  sont  pas  nécessairement  algébriques  ;  mais  si  le  point  x  =  a  est 
un  point  critique  de  :■,  c'est  que  c'est  un  point  critique  algébri(|ue  de 
o,  ou  de  Q^,  et,  par  suite,  on  posant  .r  —  a  =  :'  ('j  étant  un  entier), 
on  est  sur  que  =  sera  uniforme  dans  le  voisinage  de  ;  =  o. 

Cela  supposé,  formons  l'équation  en  :,  et  soient  c-,  et  r^  les  deux 
fonctions  de  r  qui  correspondent  à  deux  intéi:,nales  uniformes  de 
l'équation  (G).  Je  dis  que  le  rapport  ^  est  une  fonction  algébrique  de x. 
En  effet,  c'est  une  fonction  à  un  nomhi'e  tini  de  valeurs  n'ayant  pas  de 
points  essentiels  à  distance  finie  ou  infinie.  Car,  si  a;-  =  «  était  un  point 
essentiel  de  ^^  à  l'aide  du  changement  .r  —  a  ^  ;'  on  peut  toujours 

supposer  ce  rapport  uniforme  autour  de  x  =^  a.  D'autre  part,  f"  n<' 
peut  être  égal  à  o,  i ,  3:  que  pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  x  dans 
le  voisinage  de  x  =  a.  Donc  .r  =  n  n'est  pas  un  point  essentiel  de 
^)  et,  par  suite,  ce  rapport  est  une  fonction  algébri(jue  de  r. 

Il  s'ensuit  que  l'équation  (6)  ne  //eut  avoir  deux  intégrales  uni- 
formes transcendantes  distinctes. 

'^°  Q  =  o  n'a  qu'une  racine  y ^  =  ç-|(\r ).  La  fonction  o,  (r)  est  alors 
nécessairement  rationnelle.  En  posant 


on  ramène  l'équation  (6)  à  la  forme 

011  T  est  un  polynôme  en  z.  Dans  ce  cas  l'équation  (G)  ne  peut  ad- 
mettre plus  de  deux  intégrales  uniformes  disti/ictes,  et.  de  plus,  si  elle 
admet  plus  de  deux  intégrales  uniformes,  toute  intégrale  unifonne  est 
rationnelle. 

Pour  le  montrer,  admettons  que  l'équation  (6),  et  par  suite  aussi 
l'équation  (7),  admette  trois  intégrales  uniformes,  et  soient  :,.  z.,,  ;., 
les  intégrales  correspondantes  de  (7).  En  formant  l'expression 


(  'l<' ,) 

011  voil  ;iiissi(ot  (iiif  la  fonclion  ('(.j-)  csI   une  luiiclion   iinilormc  sans 
eoiipuro  cl  telle  que  les  trois  équalioiis 

r(j')  — o,  f(.r)  =  i,  (■(,r)  =  cc 

n'uni  (|u'nn  nombre  lini  de  racines;  en  vei'(n  du   lliéorème  de  M.  Pi- 
card, v(.f)  esL  donc  nne  fonction  rationnelle  de  .v. 

On  en  coiichit  (jue  les  /rois  inlcgralcs  ;,,  r_,,  z^  sont  lices itar  une  rcla- 
lioii  (le  1(1  forme 

iS,  S,;, -4- S,!,-'- 83^3=0, 

(Ht  S, ,  S^,  s,,  sont  des  polynômes  en  ,r  Itès  eux-mêmes  par  la  relation 

(S')  S,+  S.2+  S„=:  O. 

DiU'érenlions  la  relation  (8)  deux  fois  |iar  r'appoil  ;'»  .v.  en  l'cnipla- 
eant  -p-^  ~>  --p  respectivement  |)ai' 

(/./■      (/.r      ii.r  '  ' 

T(.r,  ,.,),     T{.r,:,),     T{.r,  z,); 

on  aura  les  deux  relations 

(9)  V,(a',z.,)^\],(^;z,)-r-V,(^v,z,)  =  o, 

(10)  Y,(.r,  ;,)  H-  V,(x,  G2)  -4-  V3(.r,  5^)  =  G 

avec 

(/.(■/,  (Le  \  à.i-        àz      /;,  =  .-, 

Il  est  l'acile  de  voir  que  les  trois  r(dations  (8),  (9),  (10)  sont  ton- 
jonrs  distinctes  entre  (dles.  En  elTet,  en  posant 

S/,;/,=:rj/,, 

on  tire  des  relations  (8)  et  (9) 

iclation  qui  ne  peut  se  réduire  à  une  identité  que  : 

1"  Si  U/,(.r,  S/,)  est  linéaire  en  z^,  ce  qui  est  impossible  si  T  n'est 
pas  linéaire  en  ;  ; 
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2"  Si  l'un  des  polynômes  S;,  était  nul  idenliquenieut,  ce  (piiest  im- 
possible en  vertu  de  deux  relalions  (8)et(8  )  si  les  trois  intégriilcs  r,, 
z.,,  S3  sont  distinctes. 

On  verrait  de  la  même  façon  (jue  les  relations  (8)  et  (10),  et  en- 
suite (9)  et  (10)  sont  également  distinctes  entre  elles.  Il  s'ensuit  (jue 
ces  relations  définissent  :■,,  z-.^,  ;,.  et.  pai-  suite,  les  intégrales  corres- 
pondantes de  (G)  comme  Ibnctions  rationnelles  de  a-. 

4°  Q  ne  contient  pas  y.  L'équation  (G)  est  alors  une  équation  de 
Riccati  ou  linéaire.  Pour  l'équation  de  Riccati,  il  peut  exister  i,  2  ou 
3  intégrales  uniformes  distinctes  ;  pour  l'équation  linéaire,  il  peut  y  en 
avoir  i  ou  2. 

On  arrive  ainsi  à  ce  tliéorème  : 

Toute  équation  y'  =  R(,r,  y  ),  où  R  est  rationnel  en  ,r  et  y,  ne  peut  ad- 
mettre plus  de  trois  intégrales  u/ii/or/nes  distinctes. 

Si  elle  en  admet  3,  c'est  une  ér/uatio/i  de  Riccati. 

Sicile  en  admet  2.  c'est  une  ècpuition  de  Riccati  ou  linéaire,  ou  bien  se 
ramène  à  la  forme 

•''^  [,'■-?.('<■)]'"' 

où  P  est  un  polynôme  en  x  et  y  de  degré  m  -+-  2  en  y,  et  z,,  une  fraction 
rationnelle  en  x. 

Si  elle  en  admet  i,  elle  se  ramené  soit  à  l'une  des  formes  précédentes. 

soit  à  Informe 

,_  P(.r,  r) 

■^  ^  (.)'-?,)'•■(/- 92 )'•■■' 

OÙ  0|  et  0-2  sont  algébriques  en  x  et  P  un  polynôme  en  x  et  y,  de  degré 
k  —  k  -+-  1  en  y. 

(^e  dernier  fait  est  évident  en  remarquant  que,  si  le  degré  de  P  en  y 
était  supérieur  à  k  -i-  k'-\-  2,  la  valeur  y  =  îc  joue  le  rôle  de  y,  =  9,(0;). 
c'est-à-dire  qu'en  posant  v  =  \  (en  supposant  o,  et  o,  pas  identique- 
ment nuls),  on  aurait  trois  valeurs 


(  /i8  ) 

joiiani  le  rôle  do  v',=  '^,.  Si,  au  confrair(>,  ce  dci^M'é  (''(ail  inféi'iciir  à 
/•  -J-  /i'h-  2,  )'  =  a:  seraif  une  inlégialc,  c'est-à-dire  dans  l'é(|iiatioii  en 
z=  ->  ^  =  ()  serait   une  iiilcii-rale,  et  riiitéffraio  eénérale  ;  ne  pent 

y  "  f-3  ri  I 

prendre  la  valenr  r-  =  o  (jue  ponr  des  valeurs  ex(;cptionn(dles  de  r  en 
in)nil)re  fini;  ;  =  o  serait  donc  encore  une  troisième  valeur  jouant  le 
rùle  de  )',  =  '^,-. 

Toiil  ce  (jiic  nous  venoim  de  dire  pour  V équation  du  premier  dec,rè  est 
ruiahlf  jioiir  toutes  les  èiiualiotis  F(.r,  v.  J'')  =  »>,  <n)  F  est  uu  polynôme 
irréductible  en  x,  y,  y'  et  du  g;enre  zéro  en  y,  y' . 

Proposons-nous  maintenant  un  problème  plus  général  que  le  précé- 
dent. Envisageons  ré(|uation 

,^  l'(.r,  \..r) 


(M) 


Q(.'-,  \,j) 


où  1'  et  Q  sont  des  polynômes  en  a-,  X,  r,  et  x  et  X  étant  liés  par  une 
rfdation  algél)ri<|ue  G(  r,  X)  =  o.  Nous  avons  vu  que  si  le  degré  de  G 
en  X  sui'|)asse  i,  toute  intégrale  nnifornn'  (en  a)  de  (ii)  est  ration- 
nelle en  ,v\  mais  il  peut  y  avoir  des  intégrales  transcendantes  de  (it) 
uniformes  en  v  et  en  X.  G'est  de  telles  intégrales  que  nous  allons  nous 
occuper  maintenant. 

On  peut  répéter  les  raisonnements  piécédents,  en  supposant  succes- 
sivement qu'il  existe  pour  cliai[ue  roupie  de  valeurs  (x,  X)  3,2  on  i 
valeurs  }',  =  f'/l''')  .\  )  jouissant  de  la  propriété  indi(]née,  c'est-à-dire 
l(dlesquc  j'  devienne  infinie  pour  v,=  'v,  et  (|ue  de  plus  l'intégrale 
y(x,  \),  qui  pour  (œ„,  X„)  est  égale  à  cp,(a7o,  Xo  ),  admet  x„  comme 
point  eriti(jue,  sauf  ponr  certaines  valeurs  a-,,  exceptionnelles  et  en 
nombre  fini. 

Dans  ces  conditions,  s'il  existe  3  valeurs  )',  =  'y,,  l'intégrale  y  est 
ratutnnelle  en  (x,  X),  et  cela  par  la  nu"'me  raison  que  précédemment  : 
elle  ne  peut  admettre  de  points  essenti(ds  x=a  à  distance  finie  on 
infinie,  lui  posant  x  —  a  =  'ç\  si  a  était  point  critique  des  o,  ou  de 
X(.t),  de  manii're  ;i  rendre  z  uniforme  dans  le  voisinage  de  H  =  o,  on 

(?2— ?i)(/  —  ?3)' 

on  achèvera  la  démonstration  comme  précédemment. 


(  19  ) 
De  même  dans  le  cas  où  il  y  a  2  ou  i  valeur  v,  =  9,(-^'  ^  )• 
Les  conclusions  énoncées  pour  les  intégrales  uniformes  en  œ  peu- 
vent donc  se  répéter  pour  les  intégrales  uniformes  en  (x.  X  ).  //  n'existe 
jamais  plus  de  3  telles  intégrales  distinctes.   S'il  en  existe  3,  ré(jua- 
tion  (  II)  est  une  équation  de  Riccali,  etc. 

Les  mêmes  méthodes  et  conclusions  s' appliquent  ci  l'étude  des  intégrales 
uniformes  en  {x,  X)  relatives  aux  équations  Y{x,  X,  j',  j')  =  o,  oii  V 
est  un  polynôme  du  genre  zéro  en  >',  v',  à  coefficients  rationnels  en 
(r,  X  ),  X  et  X  étant  liés  par  une  n'ialion  algébrique  G(x,  X  )  =  o. 

JJquatuin  du  second  degré. 
l'ne  telle  équation  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 


,_  A(.r,\,  r)->-n(.r,X,j)v/R(-r.  \.r) 

^"^  •^'~  <:(.^-,x,j) 

oii  A,  B,  C,  R  sont  des  polynômes  en  x,  X,  vet.ret  X  étant  liés  par 
une  relation  algébrique  G(j',  X)^  o.  Désignons  par  X  le  degré  de  li 
en  r,  et  supposons  que  l'équation  (  12)  n'admette  pas  d'intégrales  sin- 
gulit'res. 

Tout  d'abord,  si  A ;£2,  le  geni-e  de  l'équation  en  )-  et  >'  est  nul,  et 
l'on  rentre  dans  le  cas  précédent. 

Si  À  >  2,  toute  intégrale  unifotine  en  (.r,  X)  est  rationnelle  en  (  x,  \). 
En  effet,  R  =  o  admet  alors  au  moins  trois  racines  j',  =  Oi(x,  X)  telles 
que  toute  intégrale  qui,  pour  j:;  =  .r„  (xg  étant  pris  au  liasard,  sauf 
certaines  valeurs  exceptionnelles  de  x  en  nombre  fini),  prend  la  va- 
leur 0,(^0,  X„),  admet  x  —  ,r„  comme  point  critique.  Si  donc  on  forme 

la  coml)inaison 

_^  (o,-o,)(.r-9,) 

cette  fonction  z{x)  ne  saurait  admettre  de  points  csscnliels(à  dis- 
tance finie  ou  infinie),  et,  pai-  conséquent,  y.  supposée  uniforme  en 
(x,\),  est  rationnelle  (  le  raisonnement  analogue  à  celui  du  cas  du 
premier  degré). 

L'équation  (12)  (d'un  genre  plus  grand  que  zéro)  ne  saurait  donc 
admettre  d'intégrales  uniformes  transcendantes  en  (x,  X)  que  si  les  tm- 
P-  7 


(  -^'^  ) 

leurs  y,=-  o,(  .i',  X)  f/iii  (UiniileiU  W  sont  dis  inlc^mlcs  singiilicns,  ;i  l'ex- 
rc|iti()n  |)(;iit-("'lr('  de  doux  au  plus. 

.1//  cds  (le  iéqiialion  du  second  degré  se,  ramènent  toutes  les  ('ijud- 
tions  du  genre  i  ou  i  en  y,  y'  et,  plus  généralement,  toutes  les  équations 
lit  l'espèce  hyperelliptuiue ;  les  l'ésullals  précrdcuts  sont  donc  valables 
pour  toutes  ces  équations. 

Oi)sei'Vons  (|ue,  (juand  ilexisle  seuleiuciil  deux  valeui's  \',=  ç;,(.r,  X) 
non  siui^iilii'res,  on  ne  peut  plus  répéter  le  raisonnement  l'ait  dans  le 
cas  du  prenii(M'  degré,  cai'  ce  dernier  raisonnenieul  i'e|)Ose  sur  ce  l'ait 
(|ne  deux  intégrales  (juelcon(|in's  ne  penveni  devenir  égales  (|ue  pour 
les  .r  lixes  en  nornlire  tini,  (ail  (|ui  ne  subsiste  pas  dans  le  cas  du  se- 
cond degré. 

Observons  encore  que  les  racines  r,  =  /,  (  .r,  X  )  de  C  =  o  ne  peuvent 
plus  jon(>r  le  même  rôle,  en  général,  ([ue  les  racines  de  Q  ==  o  dans  le 
cas  du  premier  degré,  car,  généralement,  une  seule  valeur  de  y' devient 
infinie  poui'  les  racines  de  C  =  o.  En  elTct,  en  écrivant  l'équalion  (  12) 
>niis  la  l'ornie 

(:,>'=+  !).)''+  E  -  o 

(où  (!,  I),  1'^  sont  des  fonctions  de  .r,  X,  )-),  pour  C  =  o,  1),  générale- 
ment, esl  dill'erenl  de  zéro  e(  uiu'  seule  valeur  de  v  <levien(  inlinie. 
l'ontefois,  SI  (1  et  1)  ont  un  l'acteur  commun  K(.r,  X,>'),  et  si  ce  facteur 
a  trois  racines  distinctes  en  y,  toute  intégrale  uniforme  en  {.r,  X  )  est 
ralu)niieUe. 

Equation  binôme  du  second  degré. 
On  peut  la  mi'llre  sous  la  f'(nine 

,_  B(.r,  \,,)-)vUt.'',  X,,V) 


(■3)  y' 


(:(.r,\,j 


(lii  H,  I!  e(  C.  soiil  polynômes  en  .i-,  X,  v'.  Toute  intégrale  singnlii're 
y-,  —  9,(,'^'.  X  ),  annulant  11  et,  par  suite,  v  ,  doit  être  une  constante,  et 
réciproquement.  Si  toutefois  y,  =  '^,  annulait  R  et  C,  ce  serait  un  lieu 
<le  |)oints  criti(|ues  des  intégrales. 

(ku'i  étant,  si  le  nombre  total  de  valeurs  distinctes  y,  =  'y,(  .r,  X  )(]ui, 
ou  bien  annulent  (]  (Ui  bien  annulent   \\  sans  être  des  ((Uistanles,  dé- 


(  5i    ) 

liasse  2,  tonte  intégrale  uniforme  en  (a',  X  )  est  ralionnelic.  En  ctlcl, 
toute  intégrale  qui,  pour  x  =  a-„,  |3rend  la  valeur  o,(.r(,,  X„)  admet  r,, 
comme  point  criti(|ue.  sauf  pour  certains  points  a'o  exceptionnels  en 
nombre  fini,  et  le  raisonnement  s'achèverait  comme  dans  le  cas  du 
premier  degré. 

Distinguons  donc  plusieurs  cas,  en  observant  (ju'on  peut  toujours 
supposer  le  degré  A  de  R  en  y  pair  (à  l'aide  d'une  transformation  lio- 
mographique),  A  —  2  a. 

Si  Lz-i  I,  le  genre />  de  l'équation  est  nul,  et  l'on  est  ramené  au  cas 
du  premier  degré. 

Si  [j.  >  I ,  distinguons  les  racines  de  R  en  a'  racines  constantes  et 
ij."  racines  fonctions  de  x.  Pourque  toute  intégrale  uniforme  en  {pc,\) 
ne  soit  pas  rationnelle,  il  faut,  d'après  ce  (|ui  précède,  (|ue  ui-' =  o, 
I  ou  2. 

Soit  d'aliord  a'=o,  R  peut  alors  être  supposé  polynôme  en  y  ii 
coefticients  constants,  soit  c  (y).  Si  j' est  une  intégrale  uniforuu'  en 
(a-,  \)  de  (t3),  le  radical 

C(j^\,j).v' 


V?(/) 


B(j-,X,j) 


l'est  également,  (leci  n'est  possible  (]ue  si  le  polynôme  c(v)  est  du 
(jnatrième  degré  en  y.  En  effet,  y  (supposée  non  rationnelle)  admet. 
au  moins,  nn  point  essentiel  x  ^=  a.  Si  X  (x)  n'est  pas  uniforme  en  r 
autour  de  a,  on  pose  x  —  a  =  H'  et  alors  y  et  \  c  (y)  sont  deux  fonc- 
tions de  ç  uniformes  autour  de  ç  =  o  et  admettent  ^  =  o  comme  point 
essentiel.  Or,  d'après  un  théorème  de  M.  Picard,  la  relation  entre  y  et 
V2(j')  est  nécessairement  du  genre  zéro  ou  nn.  Doncp(}')  est  du  (jna- 
trième degré. 

L'équation  (i3),  pour  qu'elle  puisse  admettre  des  intégrales  unifor- 
mes en  (./■,  X)  non  rationnelles,  doit  donc  être  de  la  forme 

,  __    I)(.r,X,  rlvpl/) 


•■    '^  0'-?.)'(j-?5)'' 

oii  le  degré  de  B  en  y  est  égal  à  k  -r-  k\  et  où  p(,y)  est  nn  poivn(une 
du  quatrième  degré  en  y  à  coefiicients  constants. 

Dans  le  cas  où  u-"=  i  ou  ;J."=  2,  on  ne  peut  plus  [iréciser  le  degré 


(  0^~  ) 

lin  |iiilviMiiic  <()iis  le  i-a(lir;il,  iiiiiis  (iii  aura  une  irlalion  ciidc  le-  de- 
grés en  i'  (In  nnnH'ralcni-  cl  iln  (Iciioniinalcni',  en  (cnanl  r(Mii|)tc  de  la 
ronililiini  (|iii',  |HMif  (|iril  pnissr  exister  des  intéi,'rales  nnilornies  en 
(  r,  \  )  Iranseenijaiiles,  il  Tant  (|ne  ;     -  i>  ne  snil  pas  nne  iiilé^i'ale  de 

ré(|iiali()n  en  ;  —  ~^  sans  (|n()i  (si  le  genre  de  ré(jnaliuri  n'est  pas  nul  J 

il  y  aura  an  moins  trois  valeurs  v,  =  '^,(.x-,\)  (en  eoui|»tant  ^' =  ce 
einnnie  nne  telle  valeur  ). 

On  peut  eonipli'tei'  ce  <jui  pi'i'el'de  dans  certains  cas  parlii'iiliers. 
notaniuieni  (piainl  15  =  0  admet  des  racijics  \-,  =  a,  constantes,  car 
aloi's  nne  intt'j^rale  antre  (]ne  \' ^  a,  ne  peut  prcndi'e  les  valeurs  a,  (|ue 
pour  les  valeni's  excejitionnelles  de  r,  eu  nombre  fini,  lue  t(dle  valeur 
a,  joue  donc  le  roh;  des  o,  et  le  raisonnement  s'acliève  sans  peine. 

,l 'a  joute,  en  lin,  que  les  mêmes  méthodes  et  rnnchisions  s' applique  til  à 
['('■(pialiiin  In  nome  générale,  d'un  degré  (jucleonque  en  y'  . 


.").  \'oici  maintenant  un  théorctne  permettant  de  construire  des  types 
i;'cneran\  d'c(|nations  du  premier  ordre  pour  lesquelles  toute  intégrale 
unirornu'  est  nne  l'onction  rationnelle  en  .r. 

Soient  '^  (  .r,  v,  r' )  et  '^(r,  r.v')  deux  polynômes  en  ,r,  >'.v'.  tels 
(|ne  les  sommets  ôj  droits  de  leurs  [xilygones  respectifs  soient  situés 
sur  une  nu'me  perpendiculaire  à  O.M,  i\\  qu'à  droite  de  cette  perpen- 
dicidaire  ni  liin  ni  l'autre  des  polygones  n'aient  de  soin  mets. 

Soient  ensuite  : 

1' (^.f,  r,  r' )  un  polynôme  quelconque  en  r,  v  et  v'; 
m{a,l>)  un  polynomi^  homogène  en  a  et  l>  l\  coelticieuts  constants; 
■/  (  r,  a,  l>  )  un  polynôme  homogène  en  a,  h,  de  même  degré  d'hoino;i'é- 
ucilc  a  (|ne  —  i  a,  h),  ii  coeflicienls  fonctions  algéhri([ues  d(^  .r. 

el  envisageons  re(|ualiou  du  premier  ordre  : 

Je  me  |)ri>pose  de  démontrer  (|nc  : 

»  /(•  nombre  de  racines  a  distinctes  et  différentes  de  zéro  de  I  éipiition 
—lia,  I  )  ^  ()  surpasse  i,  toute  intégrale  uniforme  de  (  i  )  est  rationnelle. 


(  53  ) 
Pour  le  montrer,  écrivons  i"é(jii;ition  (t  )  sous  la  tormc 

Si  une  intégrale  uniforme  de  {t  )  était  commune  à  (  i  )  et  à  ■!/  =  o,  ou 
"oI)tieni!rait  par  l'élimination  de  v'  entre  !/  =  o  et 

ui  (9,  o)  P  {X,  y,  y')  -^  y  {.r,  -j.o)  ~  .., 

't  la  démonstration  serait  achevée.  Supposons  donc  (|uc  Udlrc  intc- 
;çrale  V  ne  satisflisse  pas  à  .J;  =  o;  elle  satisfera  alors  ii 


Soit  a  une  racine  de  ré(jualion  —>{(/,  i  )  —  o  ;  jo  dis  d'ahord  ipie  les 
racines  .r  =  a  de  l'équation 

o(.r,  y,  y')        .  _ 


'l{.r,y,y  ) 

lors(ju'ou  V  remplace  v  par  l'intégrale  uniforme  considéré,  sont  en 
nombre  fini.  Car,  d'a[)irs  (3).  les  valeurs  telles  que  r  =  7.  doivent 
(•(Hucider  :  1"  soit  avec  les  pôles  de  l'intégrale  v;  2"  soit  avec  les 
singularités  transcendantes  de  v",  3"  soit  avec  les  infinis  des  coefficients 
en  r  dans  P;  4°  soit  avec  les  racines  en  .v  de  l'équation  algél)ri(iue 
■/{x,  a,  1  )  =  o.  Dans  les  trois  derniers  cas  leur  nombre  est  certaine- 
ment fini,  mais  je  vais  moiitreiMju'il  en  est  de  même  dans  le  [)re  mi  créas, 
l'our  cela,  il  suffit  de  montrer  que  l'expression  ;^  ne  peut  tendre  vers 
la  limite  a  que  pour  un  nombre  fini  de  pi'des  de  y. 
Dans  le  voisinage  d'un  pôle  .r  =  a  de  r,  on  aura 

.r  =  (r  — :<)'•/(. r), 

où  A  est  un  entier  négatif  et  /(.r)  une  fonction  de  a-  ne  devenant  ni 
nulle  ni  infinie  pour  a:  =  x.  Si  l'on  met  o  et  -l  sous  la  forme 

1  =  1 


(  5',  ) 
111  ;mi;i  du  lis  le  voisiii;i^c  ilc.r  =^  a,  (l'ajiii's  les  nolarmiis  (In  Clin  pi  de  I, 
'I  l'ii  ;i|)|ici;iiit  (  m'  )  le  soniiiicl  droil,  de  'l. 


9  ^-  (.r  ~  y.  )N, 


4;  =  (.r  -c.f^' 


lr,{-')-i-yU-y.)^^:-^.;il,(. 


iïn'(.r)  ~^y{.r  -  or.f^:>.-''-.:iî:{.r) 


Or,  nous  avons  vu  dans  le  (lliapitre  I  ([uc,  lors(|U(' .r  (end  vers  a,  on  a 

liinl2,(.r)  ^  o  (/— 1,2,  ..  ,.v,  sau('<=:ro), 
linili; (.;•)— o  (/-:  I, '2,  .  .  . , /,  saiif/  =  cT'), 
liiiii>„(.)')  =  )/'-o„(a)/(a), 

(  oii  //„  et  n-  désii^nenl  les  ex|)Osaiits  de  v   dans  les  termes  respeelils 
de  9  et  ']/  correspondant  aux  soinniets  ct  et  trr'  ). 
Dislini^nons  maintenant  les  trois  cas  suivants  : 

1*^''  CAS  :  /jC  sodiiucI  rr,'  est  au-dessous  du  sotnmet  u>.  --  Comme  S,)  et 
S)  -,  '1'*^*'  't^'S  oi'données  :i  l'orii^ine  des  droites  ayant  le  eoef'tieient  angu- 
laire \  et  passant  l'espcctivement  par  les  points  (M,,  N,)  appartenant 
à  o  et  à  •\is  on  voit  que  S^y^S^  >  pour  tous  les  \  négatifs,  i'ar  eonsé- 
(juent,  si  À  n'est  pas  une  racine  de  l'équation  algéhrique 

(et  s'il  en  était  ainsi,  le  nomlire  des  y.  serait  fini  et  la  démonstration 

achevée),  le  rapport  'j'  tend  vers  zéro,  et  non   pas   vers  la  limite  a, 

lorsque  .r  tend  vers  a.  Ce  rapport  ne  peut  donc  tendre  vers  la 
racine  u  de  ~>l^(i,  i  )  =  o  pour  un  pôle  .r  ^-  a  de  y,  que  si  ce  poli 
coincideavec  une  racine  de  l'équation  '-pn  (a)  ^  o;  donc  le  noinlire  di 
l(ds  |)oles  est  limité. 

•,'.'■  CAS  :  Ij-  sommet  tr>'  est  au-dessus  du  sommet  m.  —  Alors  S^><^Sj3_> 
pour  tous  les  A  négatifs;  par  conséquent,  si  a  n'est  pas  une  racine  de 

Cn(a)  =  o,  le  rap|)ort  |-  augmenle  indéliniment  lors(|ue  .r  tend  vers  y.. 

(](■  rapj)ort  ne  peut  donc  tendre  vers  la  limite  </ (|ue  si  le  pôle  considéré 


(  55  ) 
lie  y  coïncide  avec  une  racine  de  l'équation  a!i;él)ii»|ue 

ce  qui  montre  que  le  nombre  des  y.  est  limité. 

B*"  CAS  :  Les  sommets  m  el  crr'  coïncident .  —  On   a  alors  Mn=  M_, 
N„  =  N^.,  et  par  conséquent  S„)  =  S^  >,  quel  que  soit  A;  donc 

\\n\     ,      =/.":!-"=,-, 

à  "1-  (  ^  ) 

Cette  limite  doit  être  égale  à  a,  et  par  suite  a  doit  être  une  racine 
(le  l'équation  algébrique 

le  nombre  des  a  est  donc  encore  limité.  Le  seul  cas  où  ceci  puisse 
tomber  en  défaut  est  le  cas  exceptionnel  où  la  quantité 


est  un  nombre  indépendant  de  a  et  entier,  et  lors(|ue  k  est  égal  à  ce 
nombre. 

En  résumé,  l'équation 

o(,r,  V,  y') 

après  y  avoir  remjjlacé  v  par  une  intégrale  uniforme  de  (i)et  a  par 
une  racine  quelconque  non  nulle  de  xs{a,  \)  =  o,  ne  peut  avoir  qu'un 
nombre  limité  de  racines  x.  Et  comme,  _v  étant  uniforme,  ce  rapport 

^  est  aussi  une  fonction  uniforme  de  .r,  il  s'ensuit  (jue,  si  le  nombri'  de 
racines  a  distinctes  el  non  nulles  surpasse  deux,  |  doit  être  une  frac- 
tion rationnelle,  ainsi  que  y  |en  supposant  que  le  résultant  de  (i)  el 
de  I  =  R(.r)  par  rapport  \\ y'  n'est  pas  identi(juement  nul  |. 

Si,  par  exemple,  o,  !/ et  /  ne  contiennent  pas  j?  explicitement,  et 
si  P  est  un  polynôme  en  .z-,  .v,  v',  l'équation  ^  —  a  =  o  ne  peut  pas 
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;ivoii(lr  racines  ii  dislaiico  linic.  cl  si  le  iioiiilirc  de  rariiies  a  de  l"e(|iia- 
lioii  m  (  f/,  I  )  —  ()  siir|iass('  deux,  on  a 


.'■'J 


'^{^',yo'') 


coiist.  =  C 


1/ intégra  le    i',   sn|i|M)sée   nriiroiriie,   ne    |)enl    élre  (|ue  rationnelle   et 
s'obliendrail  |iar  relimination  de  >-'  enli'c  les  denx  é(inations 

r(-'-,.r.j') +<:'        =o, 

oii  les  conslanles  (',  el  ('/  sont  liées  par  la  l'elalion 

m[C,  !)<''  —  •/.(  '^-  I)    -  "• 

On  pont,  par  exemple,  prendre  o=y',  '^  ^,r,  et  ré(|iiatioii  (  i  lanrait 
la  forme 

iiii  —,  cl  y  sont   des  polynômes  homogiînes  en  y,  y'  de  même  degré 
d'Iioniogénéilé. 

(i.  Dans  (|nel(ines  cas  étendns  considérés  précédemment,  les  inté- 
grales rationnelles  sont  les  seules  intégrales  uniformes  possibles  de 
réqnatioii,  et,  en  les  calculant,  on  sera  certain  d'avoir  ainsi  toutes  les 
intégrales  uniformes  de  ré(|nalion.  on  de  conslaler  (ju'elle  n'admet 
jias  de  telles  intégrales. 

La  (jucsiion  de  l'cconnaitre  si  l'intégrale  généi'ale  d'une  é(|uation 
algéliri(|ue  du  premier  ordre  est  ralionntdle  se  rami'ne,  |)ar  la  méthode 
de  .AI.  Poincaré,  à  des  opérations  algéhriipies  ou  ;i  une  (|uadi'ature  ou 
il  la  question  de  reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équalion  de  Riccali  est 
rationnelle,  ce  qu'on  saura  toujours  reconnaître. 

.Mais,  (juand  il  s'agit  des  intégrales  particulières  rationnelles,  le 
problème  est  plus  difticile  et  exige  des  méthodes  spéciales.  M.  Pain- 
levé  (  '  )  en  a  donné  une  qui  permet  de  déterminer  sûrement  toutes  les 
intégrales  rationnelles  pour  des  (-lasses  très  générales  d'équations  du 
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premier  ordre,  et  qui  peut  s'appiicjiier  dans  tous  les  cas  que  nous 
avons  considérés  précédemment. 

J'ajouterai  seulement  quelques  remaïques  relatives  aux  simplili- 
cations  qu'on  peut  tirer  assez  souvent  par  la  considération  du  poly- 
gone Il  de  l'équation  donnée. 

Supposons  que  le  polygone  n'ait  aucun  côté  à  coefticient  angulaire 
entier  et  positif.  On  connaîtra  alois  une  suite  de  valeurs  a,,  v..,.  .... 
a„  telles  qu'aucune  intégrale  rationnelle  ne  puisse  avoir  de  zéros  dil- 
lerant  des  a,.  Si  l'on  pose 


il  existera  un  nombre  entier  positif  y.  tel  (jue  la  fonctioi 

'     r  în 


soit  un  polynôme  en  x,  et,  si  Ion  connaissait  une  limite  supérieure 
de  li.,  on  ramènerait  la  recherche  de  toutes  les  intégrales  rationnelles 
à  celle,  relativement  plus  facile,  des  polynômes  satisfaisant  ii  l'écjua- 
tion  différentielle  en  //.  On  peut  déterminer  une  limite  supéiieiire  de 
ce  nombre  parla  méthode  suivante.  <  )n  sait  reconnaître  par  les  méliiodes 
de  Briot  et  Bouquet  si  l'équation  donnée  admet  des  intégrales  Indo- 
morphes  prenant,  par  exemple,  pour.r  =  a,  la  valeur  i-  —  o  et  deler- 
miner  pour  ces  intégrales  le  développement  de  v,  suivant  les  puis- 
sances de  i^x  —  a);  on  en  déduira  l'ordre  maximum   possible  >,,  du 

zéro«,  de  r.  En  faisant  ce  calcul  pour  tous  les  zéros  a, x,,  et  en 

désignant  par  À/i  le  plus  grand  des  entiers  A,-  '--h  sera  une  limite  supé- 
rieure tie  a" 

Lorsque  la  suite  a,  ...,  %„  n'existe  pas,  —  est  un  polynôme  en  .r. 

Si  le  polygone  de  ré(|ualion  n'a  aiu'un  côté  à  coefticient  angulaire 
entier  négatif,  on  a[»|di(|Urra   les  cabuls  précédents  a  la  (ransformée 

en  —  de  l'équation,  et  l'on  l'éduira  encore  la  reclieicbe  di's  inléyrales 

y  ' 

rationnelles  h  celle  des  intégrales  entières. 

Si  le  polygone  n'a  aucun  coté  à  coefticient  angulaire  entiei',  un  con- 
naîtra en  mémo  temps  tous  les  zéros  et  tous  les  pôles  possibles  des 
intégrales  rationnelles;  soient  a,  ces  zéros   et  j3,  ces  pôles.   Apri's 
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;i\(iir  (ornir  riMjualion  o(  .^•. //,//')—  d,  ti"ms('oriHé(>  en  u=  —  de 
ri''(|ii;ili()ii  (Idiinrc  F  o,  dti  clicrcliciii  les  iiih'i^ralcs  ratiniincllfs  de 
celte  é(|iKili()ii  (le  la  l'aeoii  siiivaiile.  Les  |K'iles  di'  l'iiiie  (|  uelc(tii(|U(' 
lie  l'es  iiid'Lii'ales  //  soni  (oiijoiirs  des  [loles  simples  el,  en  posant 

ro(.r )  ■=:  {^-  -^  x,){x  —  X.,)  .  .  .  (x  —  c.„  ), 
■/(.r)  =  (.r  -  p,)(a-  -  ;3,  )  .  .  .  (^-  -  ^,„  ). 


w(x)yjx) 


V  étant  un  polynôme  en  r.  Une  fois  (uns  ees  polynômes  c,,  (.■.,,  . . .,  iv. 
tronvés  el  aprî's  aM)ir  siipprinié  les  (aeteni's  (  r -- a,  )  el  (.<•  —  !i,  > 
eommiins  aux  c  el  ;i  (n(  ,r  )  y  (  .v  ),  on  aura  toutes  les  intéiiralos  ration- 
nelles//,, u.,  ....  ///,  di' 'v(  .r,  ;/.//)  -II.  l'ouf  que  F  ^-- o  admette  des 
intégrales  rationmdles.  il  l'anl  el  il  snlfit  que,  parmi  les  fractions  //,,  il 
y  ait  an  moins  l'une  satisfaisant  aux  eondilious  suivantes  : 

I"  Lo  degré  du  numératmii'  de  u,  est  moindre  que  ecdui  dn  ili'no- 
minaleur; 

■j."  Fes  résidus  de  //,  relatifs  ii  ses  pôles  (qui  sont  é\idemment  tons 
(les  pôles  simples  )  sont  tons  des  entiers. 

Ces  eondilions  remplies,  toutes  les  intégrales  rationnelles  de  F  =  o 
sont  données  pai'  la  formule 

y,  _-:  p.i' ■•'/'■<■. 

7.  Fa  eonsidératiou  dn  polygone  II  de  ré(|naliou  peut  être  utile  non 
seulement  dans  le  calcul  des  intégrales  rationnelles,  mais  aussi  ii  celui 
plus  général  des  intégrales  ti'ansiM'udantes  méroniorplies,  en  pi'i-mel- 
tant  de  ramener  ce  calcul  ii  celui,  ndalivemeut  plus  facile,  des  iud'- 
gr'ales  lioli)mor|dies  dans  tout  le  jdau. 

Ainsi,  loi'sqne  le  polyi^one  n'a  aiuMin  côté  ;i  coefticient  angulaire 
entier  positif,  on  connailra  une  suite  de  valeurs  y..  .  .  . ,  a„  telles  qu'au- 
cune intégrale  niviDinorplic  de  l'equatuiu  ne  puisse  avoir  de  /.eios  ilill'é- 
l'ant  des  a,.  D'apri's  le  lliéori'me  sur  la  ilécom|tosilion  des  fonctions 
nuM'omorphes  en  facteurs  primaires,  on  peut  aloi's  écrire 

,.^  [11"-^- )]"'■'■  - 
■^  Il(.r-p,)  ' 


(  -^9  > 
où  les  '^i  désignent  les  |)ôl('S  de  v  et  ceux  parmi  les  a,  (|ui  ne  sont  pas 
effectivement  les  zéros  d'ordre  u.  de  v;  a  est  un  entier  positif,  égal  on 
supérieur  au  plus  grand  ordre  des  zéros  a,  de  y;  G{x)  est  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  tout  le  plan. 
Par  conséquent,  en  posant 

Il  sera  une  fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan,  satisfaisant  à  une 
équation  ditlerentielle  facile  ;i  former  au  moyen  de  l'équation  donnée, 
et  la  connaissance  de  celte  fonction  a  entraînerait  celle  de  v.  On  peut 
calculer  le  nomi)re  a  d'une  manière  identique  à  celle  indiquée  plus 
haut  dans  le  cas  des  intégrales  rationnelles. 

On  procédera  aussi  d'une  manière  analogue  à  celle  que  nous  avons 
indiquée  précédemment,  lorsque  l'une  (|uelconquc  des  conditions  sni 
vantes  est  remplie  : 

1"  Le  polygone  n'a  aucun  coté  à  coefticient  angulaire  entiei'  négatif; 

•2°  Le  polygone  n'a  aucun  coté  à  coefticient  angulaire  entier. 

8.  Je  terminerai  celte  série  d'applications  par  une  remar»|ne  con- 
cei'nant  Ifs  résidus  de  l'inlc^rale  i^é/iérale  relatifs  à  ses pô/es  simples  mo- 
biles. 

Lorsque  l'intégrale  générale  de  K(  .t-,  i-,  v';  ~  o  admet  des  |)ôlcs 
simples  mohiles,  le  polygone  II  de  F  a  un  côté  à  coefficient  angulaire 
égal  à  —  I.  La  limite  p  du  i)roduit  (  .r  —  a  )y,  lorsque  .r  tend  vers  «, 
est  une  racine  non  nulle  de  l'équation  algéhrique  en  p,  relative  au 
côté  à  coefficient  angulaire  —  i  ;  par  conséquent,  les  résidus  de  l'inté- 
grale générale,  relatifs  aux  pôles  mohiles  simples,  sont  racines  de 
cette  équation  en  z.  Si  les  roejjicienls  9,(i')  dans  les  lermes  de  V  =^  o 
correspondant  à  ce  côté  so/tl  constants,  ces  résidus  ne  carient  pas  a^-ec  la 
constante  d'intégration . 

Soit  V(x,y,  y')  =  o  une  é([uafion  à  points  critiques  fixes.  On  sait 
toujours  reconnaître  si  l'intégrale  générale  d'une  telle  équation  est  on 
non  méromorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  donné  F,  dans  le  plan  des 
imaginaires,  et  supposons  (|u'il  en  est  ainsi.  Si  le  polygone  de  F  —  o  n'a 
qu'un  seul  côté  à  droite  de  son  sommet  —,  droit,  et  si  les  conditions  de 


(  Go    ) 

(oui  il  riiciirc  { ichilivcs  ;i  ce  coté  cl  à  riM|iialion  on  p  (|ni  lui   corrcs- 
poiid  )  sont  irrn|)Ii('s,  ii/itcgra/c 

l'yi.rj])//.,- 

(on  y  est  l'iiiléj^i'alc  j^rnrralc  dr  l'r(|nation  ),  />/isf'  /e/az/L;  d' un  Ici  con- 
Iniir  r,  est  ci^iilc  à  zrro  ou  à  un  nnilliplc  île  i une  des  //itu/i/i/rs  //.res 

9.  7:0 ,  /,        •',  TT  (  ,^ ,  +  0;  )  /,        ?.  -  {  p ,  -t-  p-,  +  p:,  )i.        .  .  .  , 

Pi.  0,,  0, rVrt///  A'.v  racines  non  nulles  île  iéijuuliitn  en  z  re/u/ne  au 

cùlè  A      :  ~  I  . 

Si,  par  ('X('nii)l(',  \'(i',  <>)  ost  l'intégrale  i;énérale  de   re(|uation   (1(! 
Kiecati 


(Où  /et  ';-  sont  des  polynômes  en  ;  et  a  une  constante),  l'inléi^raié 
/  v(  z,  (',  )ilz,  piise  le  loiiLi;  d'nn  contonr  (|nelcon(|ne  dans  le  |)lan  des  ;, 
est  nnlle  on  e^ale  il  nn  inultiule  do  ~- ,  ce  (lu'im  véi'itle  en  reiiiai- 
(juaiil  (|ne  la  l'onction 

est  rintoi;ra!e  de  ré(|uation 

'/-'  "         .     ,  '/" 

et.  par  suite.  (|u'(dle  est  holoinorjihe  dans  tout  le  plan:  l'inléifralo 
/  V(/--  ne  |ient  donc  av(»ir  d'aulics  p(M'iodes  (|ue  --- • 
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DEUXIÈME  PARTIE. 

ÉOLATIONS   DOUDriK   SLPÉRIELlî. 


CHAPITRE  I. 

SUR   LES   ZÉROS   ET   LES   LNFI.NLS   DES  LNTÉGRALEj 


1.  Le  l'aisonncmi'iit  qui  nous  a  .servi  à  trouver  les  comlitions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  les  zéros  et  les  infinis  de  l'intégrale  d'une 
équation  du  premier  ordre  soient  fixes  ne  s'étend  pas  dans  tout  son 
ensemble  aux  équations  d'ordre  supérieur.  C'est  que,  d'une  part, 
pour  les  équations  d'ordre  supérieur  les  singularités  transcendantes 
varientavec  les  constantes  d'intégration,  ce  (|ai  ne  se  présente  pas  [)our 
les  équations  du  premier  ordre.  D'autre  part,  dans  le  cas  du  premier 
ordre,  toutes  les  déterminations  de  la  dérivée  v'  étaient  des  fonctions 
algébriques  connues  de  v,  pour  les(]uelles  on  pouvait  trouver  les  sys- 
tèmes circulaires  de  racines  s'annulant  avec  v  et  étudier  la  façon  dont 
chacune  de  ces  racines  se  compoi'lait  dans  le  voisinage  de  r  =  .r„, 
y  =  v„. 

Généralement,  ceci  ne  subsiste  pas  pour  les  équations  d'ordre  supé- 
rieur. I. 'intégrale  d'une  telle  équation,  ainsi  que  sa  déiivée.  peut  de- 
venir indelei'minée  pour  des  valeurs  .r„  quelconques;  elle  peut  avoir 
aussi  des  coupures  variables  avec  les  constantes  d'intégration,  ou 
encore  des  lignes  singulières  non  analytiques,  variables  également 
avec  les  constantes.  Ces  difficultés  empécbent,  conime  dans  bien 
d'autres  circonstances,  l'extension  de  la  méthode  ([ni  nous  a  réussi 
pour  les  équations  du  premier  ordre. 


(     (i2     ) 

Mais  la  iiu'llioilc  permet  une  cerlaiiie  e\leii>i(m  dans  un  (|iielc(in(|ne 
(les  cas  siiivaiils  : 

i"  Ldi'sfiu'dii  |)eii(  reeonnaiU'e  sui'  rei|naliiiii  (lill'ereiitielle  donnée 
elh.'-nième  (jne  les  points  ti'anscendants  de  l'inléi^rale  et  de  ses  déri- 
vées ne  varient  |)as  avec  les  constantes  (rinté;^ratioii  ; 

•'."  LofS(in'on  se  borne;  à  étndier  les  intégrales  (  parlienlii'res  ou  dé- 
pendant des  constantes  arbitraires  )  ayant  les  [xiints  cssenti(ds  donnés 
il  l'avance,    par  exemple  les  intei;rales  niéroniorplies  ; 

■)"  D'une  manii're  i;énerale,  en  étndiani  les  intéi;i'ales  (|uelc()ni|nes. 
mais  en  se  li(niianl  aux  zéros,  et  les  infinis  tels  (]ne  l'inléijrale  et  ses 
dérivées,  ins(|n"ii  l'ordre /a  soii'nl  d'un  ordre  intinilésimal  délermiiie 
dans  leur  Ndisinai^c  (  p  étant  l'ordre  de  re(|nalion  ). 

A  l'éi^ard  de  la  condition  i",  je  rap|)elle  (|n(d(|nes  résultats  dus  ii 
i\I.  l'ainlevé  (  ' ),  relativement  à  l'éepialion  du  second  ordre 

(i)  !■(./■,  j,  y, /')  =  o, 

e|  (|ni  s'élcndenl  aussi  aux  é(|ualions  d'un  ordre  (|nelconque. 

Une  é(iualion  (i).  prise  an  liasard ,  n"a  pas  de  points  esscnti(ds 
mobiles:  pour  (|u'(dle  puisse  en  avoir,  il  lanl  (|ue  certaines  coiidi- 
lions  soient  remplies,  dont  les  |»lns  simples  sont  les  suivantes.  Soit 
S(  .r,  V,  Y  )  — :  <)  la  coud  i  (ion  pmir  (|n'une  \ali'nr  de  t  ' .  de  Unie  par  (  i  ). 
soit  inlinie,  on  pour  ([lie  deux  valeni's  de  )"  se  permutent.  Si  l'inté- 
grale de  (  I  )  a  des  points  essentiels  mobiles, 

I"  Le  polynôme  S  contient  un  l'acteur  de  la  l'cunic  S|(.r,  v).  où  )' 
tii^nre  certainement  ; 

2"  l,"e(|ualion  (  i  ),  où  l'on  regarde  r  comme  la  l'onctiiui,  admet,  (|nel 
(|ue  soil  .r„.  l'intei^fale  .r     "  .r„. 

Si  aucune  de  ces  conditions  n'est  vv\\\\\\\i\  l( s  pomls  essentiels  de  T iii- 
l('u;rale  el  toutes  ses  déris'ées  sont  fixes.  On  a  des  résultats  aualo:;nes  pdur 
les  é(juations  d'un  ordre  supérieur  à  -i. 

1.    l'invisagcons  un  polynôme  en  v,  v  ,  v" }''' 


(,»ii/'les  reiiiliLt,  I.  CWt,  |).   JCj-îG")  ol  \i.   'jCli-".!»)  ;   iScj'i. 


(  (''3  ) 
où  les  m  sont  dos  entiers  positifs,  telsqifon  n'ait  pas  ii  la  fois  pourdeiix 
indices  i  ety'  dilTerents 

et  les  o,(.r)  étant  des  fonctions  qnelconcines  de  .r. 

Formons  le  double  tableau  de  ■2s  nombres  entiers  et  positifs  sui- 
vants 

Traçons  dans  le  plan  deux  axes,  celui  des  .AI  et  des  ,\.  et  mar([uons  les 
s  points  (M,, F,)  en  ayant  soin  d'inscrii'e  à  cùté  de  chacun  d'eux  son 
indice.  Il  |)eut  arriver  que  deux  ou  plusieurs  points  (  .M/,.\,  )  coïncident  ; 
on  metti'a  alors  à  coté  d'un  tel  point  nuilti|ile  les  indices  de  tous  les 
points  qui  y  sont  confondus. 

Construisons  le  polygone,  concave  vers  OM  et  contenant  dans  son 
intérieur  ou  sur  sa  périphérie  tous  les  points  ( M,,  X,  ),  comme  nous 
l'avons  fait  pour  les  équations  du  preniiei'ordre,  en  adoptant  les  mêmes 
conventions  et  les  mêmes  définitions,  avec  la  seule  dili'éreuce  suivante  : 
il  pourra  arriver  (jue  plusieurs  points  (M.X)  soient  confondus  en 
un  même  sommet  du  polygone;  si  le  nombre  de  ces  points  est /^,  ce  sera 
un  sommet  multiple  d'ardre  h. 

On  voit  aisément  que  le  polygone  tout  entier  est  compris  dans 
l'angle  formé  par  la  partie  positive  de  l'axe  OM  et  la  partie  de  la  droite 
passant  par  l'origine  et  ayant  le  coefticient  angulaire  égal  l\  p  (/tétant 
l'ordre  de  l'équation  dilierentiellej),  qui  est  comprise  dans  l'angle  NOM. 
Cette  droite  sera  appelée  dans  la  suite  la  droite  limite. 

J'indiquei'ai  les  foi'mesdes  polygones  l'cjatifs  ii  quel<|ues  types  géné- 
raux d'équation. 

Premier  exemple.  — Soit 

F  =  P{.r,v).v"+Q(.r,jO. 

on  P  et  Q  sont  deux  polynômes  en  r,  et  soient  //;  et  m'  le  plus  grand 


(  64  ) 

(■(  le  |iliis  |iclil  cxiiosjint  (11'  )'  (liiiis  I',  cl  //,  //  los  quantités  analoijucs 
ichilivcs  il  O.  \a'  [lolynomc  F  jir'çsçnli'  ilciix  sortes  de  tenues  : 

i"  Les  Icriiirs  île  la  l'oriiie  r'  v"(  /  ~  m' ,  m' -h  i, ...,///  —  i ,  ///  ),  (|ui 
(loiiiieiil  les  pdiiils  .M,  --  /  +  2,  N,    -  -i,  situés  sur  la  ilniile  N  =  ■'.  : 

■2"  Les  termes  de  la  roriiie  v*  (  /■  —  //,  n'  -h-  i .....  «  —  r .  /'  ),  (|in  don- 
nent les  points  iM/,  =  /•,  N^i  =  o,  situes  sur  l'axe  ()M. 


l'ig.  '|. 

N 

a 

Q 

A       h 

Par  conséquent,  la  forme  générale  du  polygone  est  celle  de  la  /z^-.  1. 
Sur  la  droite  N  =  ■?.  il  y  a  au  moins  un  sommet;  la  disposition,  le  nom- 
hre  de  sommets  et  la  l'orme  du  polygone  peuvent  d'ailleurs  varier.  Si 
m  ---  m' ,  le  sommet  re  sera  double;  on  voit  également  que  le  polygone 
ne  |)i'ut  pas  pri'senler  plus  d'un  sonimet  multipir. 

Dcuxiriiic  cvcni/i/c.     -  Pour  ohlenii'  le  polygone  H  de 

F  —  j"''-i-  l'(.'-.  _)',  y'  ), 

on  construira  le  polygone  W  de  P(,r,  v,  v');  on  joindi'a  le  sommet  t^ 
di-oit  de  ce  polygone  au  point  S (iM  ^  v,  .N  =  2v)  par  une  droite  D,  et 
l'on  abaissera  de  S  une  perpendiculaire  A  surO.M.  Si  le  sommet  ex- 
trême gauche  de  II'  est  à  gauche  de  A  ou  sur  A.  le  polygone  II  est  celui 
composé  des  droites  A.  D,  du  coté  <'i  domaine  négatif  de  II'  et  d'une 
poi'lion  de  l'axe  O.M;  si  li^  sommet  extii'me  gauche  est  ii  droite  de  A, 
le  côte  A  sera  remplace  par  la  droite  joignant  le  point  S  ii  ce  sommet 
extrême.  Lorsipie.  par  exemple,  v  :=  i  cl 

ï>(.r,y,y')  1=  V(.f,  _}•),)''+  O  (■'■,„)•). 

et  en  donnant  ii  //?,  /?>',  r>,  n'  les  significations  précédentes,  on  aura 
l'une  on  l'aiilre  forme  du  polygone  {  fiif.  5  et  0)  suivant  que  //'>>o 
on  fi'=o.  On  voit  (|ue  le  polygone  ne  peut  pas  présenter  de  jjoints 


(  6^  ) 

miilliples.  La  forme  dii  polygone  peiil  vaiior,  mais  le  sommet  gj  reste 
toujours  sur  la  droite  N  =  2. 


l'ig.  5. 


Troisu'inc  c.veinplc.  —   Soit 

F  -  l>(.'-.  .v")  +  0(.'-,  )  ). 

Il  y  a  deux  sortes  de  termes  : 

I"  Les  termes  eu  •>■"(/  =  /// ni),  dounan!   les  points  M,  —  ?. 

N,  =  2/ situés  sur  la  droite  limite  A  =  2; 

2"  Les  termes  en    vS /==/'' "  ),  donnant   les  points   M,,  =  /■. 

N^  =:  (),  situés  sur  l'axe  O.M. 

La  forme  générale  du  polygone  est  eelle  de  l<t//i,''.  '1;  elle  peut  vaiier. 
mais  le  sommet  nr  se  trouve  toujours  sur  la  droite  X  =  -im. 


Quai  rh'ine  exemple.  —  Le  polygone  d'une  éipiation  lincaiic  d'ordre /> 
sans  second  memiire  se  réduit  ;i  une  droite  parallide  ii  ON,  et  les  coor- 
données du  sommet  ra  sont  (  /^  i>)\  |)our  les  é(|uations  avec  le  second 
membre  c'est  un  triangle  rectangle,  dont  les  coordonnées  des  sommets 
sont  (<),  o),  (i,  0),  (i ,  j>). 

V.  9 


(  C.G  ) 

Pour  l;i  coiislriiclioii  des  cxciiiplcs  (  i-cl;ilil's  ;i  a'  (|iii  \:i  suivre  ».  il 
iiii|Mirlc  (le  s;iv(iir  tiiiiniT  les  ri|iiat  imi^  diUci-cnlirlIcs  iriin  oi-ilrc 
(loiilK',  coiTcsixilKhilil  il  un  sv-li'Mlc  (le  poilils  (  M,.  N,  )  (li)Mlir.  Oci 
rcvicnl  il  l:i  résoliilion  iriin  sysli'iiic  (r(''(|ii;itinns  liiicjiin's  en  nonilu'cs 
cnlicr-s  cl  [losilifs.  Poni'  (roiivcf  le  tci'inc  de  riM|ii;ili(m  d'onlrc /^  cor- 
n'S|Hiiid;iiil  au  |Miiiil  ddiiiK'  (  .M,,  .\,  ),  il  laiil  résoudre  le  sysli'iiie  de 
deux  éi|iiali()iis 

\,  = /»,, -^  •? //r,, -f- .  .  .    ■    /"/',,,. 

eu  Udiiilires  euliei's  iiositils,  el.  ])iinr  (|ue  ie  iiruldi'Uie  soil  [nissilile,  il 
liiiil  el  il  siilTit  (|ne  /^M,  —  N,  O.  Il  |ieul  v  avoir'  plusieurs  s  vs  le  mes  de 
solulious  eorres|ioii(lanl  ii  un  iiii'iue  poiul  (M,,  \,  ),  mais  le  uomlire 
de  ces  svsli'iues  esl  limite  el  eliaeuu  dCiix  douue  un  uiode  de  eonslrue- 
liou  du  lei'iiie  de  re(|u;iliou  correspoiidaut  au  point  donné.  En  eoii- 
sliuisaiil  //  termes  de  ré(|ua(ion  eoi'respomlanl  aux  dill'éi'enls  sysli'mes 
de  sidulious  reialil's  ii  un  même  |ioint  (  -M,,  N,  ),  l'e  point  sera  nu  point 
mulliple  d'ordre  //  pour  recjualion  ainsi  eoiisl  ruile. 

l'oiii-  l'acililer  la  recherche  des  exemples,  je  donne  ici  le  Taldeaii  de 
ces  solulious  |)our  les  e(|uatious  d'uu  oi-dre  inferieui'  ii  "i,  l'I  (]u"il  faut 
appliquer  il  chacun  des  poinis  {  .M,,  N,  )  donués  dans  le  plan  NO.M  (  les 
milices  i  soûl  supprimi's  ). 

'«1  ^  N  —  >.  1)1 ,,         III  f)  =  M  —  N  +  III , 

on  encore 

M  —  \  ,:  ni„  \_  M  -  ',  N .  /// ,  -  !  M  -  N  —  ■>  m,.  m ,  =  N  —  M  +  /»„. 


/' 


l\  —  M  --  ■'.  /«  ,      III.,      i{\  —  .i  III  ^  1, 
III,  =:  N  —  1111.,  —  2/«j,  l/l.,  =;  M  —  N  +  III.,  +  ■', /M;j 


ou  encore 


2M  -N-2/«„;/»,;,|M  -  ;  N  -  iiii,,, 
m,  =^  3. M  —  N  —  -> iiif,  —  '.ni,,         III 3  =^  1  (  N  —  M  ^-  iii„  —  m •)■ 
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P  =  A- 


N  —  aM  —  imii/ii^-:  ^  (\  —  'iM  ). 

N  —  M  —  2  /H  3  —  3  /»  1  ^  /«  2  =  i  (  ^  ~  4  "'  i  —  3  /H  j  1 , 

/II,  :=  N   —   .',  III  ,  —  3  III 3  —    t  III ,.  111,,=^  M  —  N    —  '"_■  -r    '.111^  -t-  3//ii. 

'5.   Ca'vI  l'tiinl.  |)osoiis  dans  k'  [idIviioiiu'  préceilciit  F 

oii  ?/  cl  ).  sont  ili'iix  coiistinifcs   linics  ot   ilillérriitcs  ilc  /«'ro.  cl  /(-v) 
une  l'onction  ili'  .r.  Par  les  (liHercnlialions  successives  on  trouve 

y'  =/.(./■  —  </)■'-' /^-  (.1-  -^  a }'■/', 

_>  "  =r/.(À  —  m,;-  —  a)''\f  +  >:i.{.r  —  a)'-\f'  ^(.c  —  a)'  J'\ 

y'"  ~  >.  (  À  —  I  )  ( /.  —  ■-,.  )  (  X  —  «  )>  y  +  3  "/.  (  X  —  1  )  ( .^■  —  rt  )■'-  -y  +  3  À  (  j-  —  (I  )"'- 'y ■■  ■+-  (  .i-  —  «  )'•_/  ", 


si  l'oii   pose,  poiir  ahrei^cr 


y„,  r=  /«,,  ^  //(o,  -i-  .  .  .  -I-  //(,,,, 
y,,  =  /".,-!-  /"s,  -t-.  .  .  -^111, „. 


le  terme  li-enéral  de  !■'  prendra  la  l'oi'ine 

9,(.r)(.c-«)'"'-^.[A,/(.r)".+  9,(.r)l, 
où  0,(.r)  est  un  polynôme  <'ii 

J\,r),      {,L- ^  a)  f  •(.!■),      (.,:-aYf'{.r)...{.i--ay'f'"^.i-), 
(Uins  li'ijticl  it  n'y  a  pus  de  leriru'  dcpcrultuil  Ufii'/ucmcnl  de/,  ensuite 
A,  =  /,r..,  (À  -  ,)T„ (À  -  i)T. . . .  (À  _  ^  ^-  ,)ï,,_,„. 
Ou  aura  donc 

1  =  1 
Envisageons  dans  cette  somme  l'ensemble  T  de  ternu's  pour  les([uels 


(  ()8  -) 

l'c\|io>;iiit  /.M,—  N,  (le  la  puissance  (.r  —  c/ )  mise  en  laclciir  csl  le 
(lins  l-iiMc.  Siiivaiil  les  valeurs  (les  M,,  X,,  A  l'ensemble  T  sera  <()n)posé 
iruii  seul  leinie.  île  ileii\  on  (le  phisienrs  termes,  et  je  vais  elierclier 
les  ediidilidns  nécessaires  et  snlVisanles  corri'sponilant  ;i  ces  divers  cas. 
Kn  i^eiieral,  pi)iii-(|ue  les  termes  (Tindices  -■.  o,  z.  ...  fassent  pai'tie 
(Ici,  il  l'anl  et  il  siillil  (|ne  les  conditions  snivanles  soient  reiii|>lies 
simnilanenieni  : 


II) 
(•0 


•/M   -  N,</M, -N,, 


lor>(|u'on  allriiine  ii   l'indice   /  tontes   les  valenrs   entii'r<'s  de   i 
antres  (|ne  celles  des  indices  des  termes  faisant  partie  de  \. 
\/,[  condition  (  i  )  peut  s'écrire 


■■') 


}.= 


Nv-Ns        Nô-N- 


My-iVls       M5      M. 


On  voil  donc  (|ne  A  doit  être  égal  an  coeiticient  angnlaii'c  de  la 
droite  (7.  0)  et  (|ne  les  points  coi'respondant  anx  divers  termes  de  T 
doivent  être  sur  celle  droite. 

D'anlic  pail,  la  (|nantité  >,.M,—  N,  lors(|n"on  y  i-ein[dace  A  par  la 
valeur  iJ).  repi'csente  l'ordonnée  il  l'orii^ine  S,;,  changée  de  signe, 
de  la  droile  pa>sanl  par  (  /)  et  de  coefticient  angulaire  A. 

l'ar  c(nisei|nent,  pour  (|ue  les  termes  d'indice  y,  0.  £.  ...  fassent 
partie  de  f.  il  l'an!  et  il  suffit  : 

1"  One  les  points  d'indices  y,  0,  ;,  ...  soient  sur  une  même  droite, 
cl  (\\\t'  "/,  soil  égal  an  coellicienl  angulaire  de  celle  droite  : 

2"  Oue  S  )'_>  S,  )  poui'  tons  les  indices  mIc  I  il  .V  aulres  (]ue  Y.'>.  -.  ■  •  •■ 
c'esl-ii-dire  (|ue  l'ordonnée  ii  l'origine  de  la  droite  (7.0)  soit  pins 
grande  (|ue  celle  d'une  (|uelcon(|ni'  de  droites  parallidesii  (  7.  0  )  et 
passant  par  les  points  (  1  }  non  silues  sur  la  droite  (  7,  0  ). 

Si  tous  les  points  iM,.N,)  sont  simples,  la  dii'eclion  île  lonle 
didile  (7.  c  )  est  bien  déterminée,  et,  par  c(Uise(|uenl,  pour  ces  |)oinls 
la  condilion  1"  ne  peut  être  vérifiée  (|iie  pour  une  seule  valeur  de  À. 
Alais  si  le  point  (  M,,  N,  )  élail  mnlliple  cl  cori'cspimdait,  jiar  exemple, 

anx  indices  /.  /.  /■ la  direction  des  droites  (i.J  ).  (./.  '^'  >.  •  •  •  sei'ait 

coiiipli'lcinent    indelerminée  et  pouri'ait  éti'c  (inelcou(|ue:  pai'  couse- 


^  ^9  ) 
q  lient,  pour  les  points  multiples,  la  condition  (  i")  est  toujours  vé  ri  liée, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  X,  réelle  ou  iuKiiiinaire;  pour  ces  points 
il  ne  reste  que  les  inégalités  2°  à  vérifier. 

Je  distinguerai  donc  deux  cas,  suivant  (|uc  tous  les  points  (M.N) 
sont  sini[)Ies,  ou  (]u"il  y  en  ail  de  niulliples. 

i"  CAS  :  Tous  les  points  (  M,,  X,  )  so/i/  si//ip/cs.  —  i'our  que  les  lerines 
correspondant  aux  deux  points  (y)  et  (o)  fassent  (>arlie  de  T.  il  tant 
que  le  coefticient  aui^nlaire  /.  de  la  droite  (7.0)  ait  la  valeur  tiiée  de 
(3).  Récipi'oqueuient,  "a  étant  coiivenalilenient  choisi.  (|nels  (|tn' soient 
les  deux  points  (Y)et  (c  ),  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  condition  (  1  ). 
pourvu  que  ces  points  ne  soient  pas  situés  sur  une  même  droite  pai'al- 
lèle  à  0:\I  ou  à  ON. 

H  reste  encore  à  satisfaire  à  la  condition  2".  Or.  |iouicela,  d'apri's 
les  propriétés  du  polvi;(Uie,  il  faut  et  il  suftil  (|ue  la  dioile  ('',0)  soil 
un  côté  du  polygone  non  parallèle  aux  axes.  Ou  \iiil  donc  (|iie,  poiii' 
que  T  soit  coniposé  d'au  moins  deux  termes,  il  faut  et  il  suflit  ipie  /. 
soit  égal  au  coefticient  angulaire  d'un  coté  (luelconiiue  du  polygone, 
non  parallèle  aux  axes;  les  indices  des  fermes  qui  figurent  alors  dans 
T  sont  ceux  des  sommets  du  polygone  (jui  se  trouvent  sur  le  cote  dont 
le  coefficient  angulaire  est  égal  à  (  3  ). 

2'  CAS  :  //  V  a  (les poi/ils  (M,,  X,)  miniiples.  —  Pour  ces  |)iiints  la  con- 
dition I"  est  satisfaite,  quel  (|ue  soit  A.  réel  ou  imaginaire,  et  pour 
que  les  termes  aux  indices  y,  0.  . . .  du  point  multi|)le  (  .M,..  X.,  )  fassent 
partie  de  T,  il  faut  et  il  suffit  (|ue  l'on  donne  a  '/.  une  valeur  (jui  per- 
mette de  satisfaire  ii  la  condition  2". 

H  est  d'abord  facile  de  voiriiiie  si  un  point  multiple  (  .M.,,  X\.  )  n'est 
pas  un  sommet  du  polygone,  (|U(dle  (|ue  soit  la  valeur  réelle  (|u"on  at- 
tribue à  A,  on  ne  peut  jamais  satisfaire  ii  la  conditiim  2".  En  ellét.  pour 
que  la  condition  §-,,),>  S,  >,  puisse  être  satisfaite  |»onr  tous  les  indices 
«  autresque  ceuxqui  appartiennent  au  point  multi|de  (-').  il  faut  (|ue  >. 
soif  compris  dans  le  domaine  du  point  (  -■  1,  et.  c(iiiiine  le  domaine  d'un 
point  quelconque  (|ui  n'est  pas  un  sommet  du  p(dygone  est  nul,  la 
condition  2"  ne  peut  être  satisfaite  i|Ui'  pour  un  sommet  du  polygone. 
D'ailleurs  chaque  sommet  du  |)olygoiie  satisfait  ii  2"  si  l'on  donne  à  A 
une  valeur  quelconque  comprise  dans  sou  domaine. 


(  7"  ) 
Si  iiiiiiiilciiiiiit  A  t'Uiil  iniM^iiniifc,  je  coiivicmli'ins  de  dire  (|iic  l'cxpo- 
saiil  A  Mv—  N-f  <'sl  sii[)('riciir,  ri;:il  ou  iiilV'ricur  ii  l'exposant  AM,  —  N,, 
siiivaiil  (liic 

Iciiil  vers  zéro,  vers  une  limilc  finie,  on  an,nnn'nte  imletininienl  l(>rs(|ue 
.r  tend  vei's  (/.  D'apirs  celle  délinition,  si  l'on  desiL^ne  par  ll(A)  la 
partie  réelle  de  A,  |)Oiir  (|iie  l'on  ait 

>M.,.-Ny<"/.:\i,-x,, 

il  l'aiil  et  il  Mil'lil  ([ne 

!!(/,)  My-  Ny<  U(/.)  M,-  N,, 

et  nons  avons  vu  (|ue  pour  qu'une  telle  é(]iiation  soit  sntisl'aile  pour 
Ions  les  indices  /autres  (jue  ceux  <\u\  appartiennent  au  point  multiple 
{•■),  il  (aut  et  il  snlfit  que  ccpointysoit  un  sommet  du  polygone  et 
(|ne  li(  A  )  soit  ((Muprise  dans  le  domaine  de  ce  sommet.  Or,  ce  domaine 
n'est  jamais  nul  et  il  est  représenté  par  un  intervalle  tini  si  le  sommet 
e>l  un  soniniel  i niermédiai l'C,  par  un  intervalle  indétiiii  dans  un  sens 
si  c'est  un  ^(unniel  extrême,  et  par'  rinlei'valle  de  A  =  —  :c  à  A  =  -t-  ce 
>i  ce  somniel  est  rnni(|ne  sommet  drr  p(dy,i;orre. 

On  peut  donc  dire  d'une  façon  i;ener-ale  ([ue  :  [lonr  (|n'nu  terme 
avant  nu  imln'c  (|ni  apparlient  ii  un  point  ninlti[)le  (.My,.N\.)  fasse  par- 
lii^dc  f,  il  faiil  et  il  sirfiit  (lue  ci'  point  multiple  soit  uir  sommet  du  po- 
lvL;i>rre,  cl  (|ue  la  parlie  réelle  de  A  soit  com|»r'ise  dans  le  domaine  de 
ce  sommet.  Si  ces  conditions  sont  r'em[)rres,  T  sera  la  somme  de  tous 
les  termes  coii'es|t(mdant  aux  indices  du  point  mnlliple,  lor'scine  il(  A  ) 
n'est  e^ale  il  ancnne  des  valenr's  limites  de  l'intei'valle  (|iri  detiuit  le 
ddiiiaim'  du  summel;  et  ii  toirs  ces  Icr'ines  s'ajouter'oiit  encor'c  les 
leiines  corr'cspondant  aux  indices  drr  sommet  voisin,  lor'S(|ne  li("A) 
pr-end  rrne  do  valerrrs  limites  de  cet  inlervalle  ;  dans  ce  cas,  d'ailleurs, 
A  devient  ei;al  an  coeiliciciit  an,^ulaire  du  cote  joignant  le  sommet 
mnlliple  considère  au  sommet  voisin. 

Oir  pi'iit  résumer  ce  (\n\  pr'écéde  eir  deux  lemmes  suivants  : 

Lctnrnc  I.  —  Pour  (|ue  T  se  compose  d'rrrr  seul  terme,  il  faut  et  il 
su  Hit  : 

i"  One  le  p(dvL;iirre  n'ait  aircnir  cote  non  pai'alli'le  aux  axes,  oir,  s'il 


(   7>   ^ 
cil  a,  que  "a  ne  soit  éî;al  à  aucun  des  cociriricnis  ani;ulair-cs  de   ces 
cotés; 

2"  Que  le  polvgone  n'ait  aucun  soinmrt  hiulti|de,  ou.  s'il  en  a.  (|ue 
H(a)  ncsoil  corii|n'ise  dans  le  domaine  d'aurun  de  ces  soumiels. 

Lemine  II.  —  Pour  que  T  se  compose  de  deux  ou  de  plusieurs 
termes,  il  laut  et  il  suffit  que  l'une  au  moins  des  conditions  suivantes 
soit  remplie  : 

1"  Le  polygone  a  des  cotés  non  parallèles  aux  axes  et  A  est  égal  au 
coefficient  angulaire  d'un  de  ces  cotés;  T  sera  alors  la  somme  de  tons 
les  termes  de  F  correspondant  aux  indices  des  points  situes  sur  le  loté 
dont  le  coellicient  an,uulaire  est  égal  à  "A. 

■j."  Le  polygone  a  des  sommets  multiples,  et  R(,  a)  est  rom|irise  dans 
le  domaine  d'un  de  ces  sommets;  T  sera  alors  la  somme  de  tons  les 
termes  coiicspondanl  aux  indices  du  sommet  considéré. 

'i.  l'Iilisons  mainicnaiit  ci's  (hnix  lemnies  pour  donnei'  ;i  V  cci-laines 
formes  (]ui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

A.  Sii/i/iosd/is  remplies  les  conlilions  i"  el  li"  du  lemnw  I.  —  Len- 
scmlile  T  sei'a  alors  composé  d'un  terme  uni(|iie.  et  l'indice  de  ce 
terme  sera  celui  du  sommet  >implc  dans  le  domaine  (lu(|uel  R(  A  )  est 
comprise.  Soit  //  cet  indice  et  posons,  pour  ahregcr, 

o.{x)[ki  f{.rf'- -^  0,{.r)'\  —  9.,{j-): 

on  peut  alors  écrire  V  sous  la  forme 

le  signe  '''^  s'étendant  à  tous  les  points  (  >1,.,  N,  )  autres  (jue  (.M/,.  N/,  ): 

il  laut  encore  remarquer  (|ue  tous  les  exposants  S/,.-,  —  S,.)  sont  posi- 
tifs, car  d'apri's  la  detinition  même  du  teiine  d'indice  //  on  a  S,,  -,  >  S,., 
pour  tous  le>  points  (  M,,  .\,)  autres  que  (.M/,,  N/,  ). 

15.  Siipposfins  remplie  la  cDitililinn  \°  dit  lemme  II.  —  L'ensemlile  T 
sera  ahus  la  somme  de  tous  les  termes  corre;pondant  aux  indices  des 
points  situés  sur  le  côté  de  coefficient  angulaire  A. 
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('oin  riKiiis  (le  r('|ii-(''scntrr  |(ar 

2.  ';i  soiiiin;ili(ui    ('■IciiiIik;  ;iiix    imliccs    de    tons  les    points  (M,,  N,") 

situés  sur  la  ilroilc  (  /,  /  i:  par 
^   la  soiiiiiialioii  ctcniliiL'  aux   indices  de  tons  les   points  anti'es  (jne 

Ci'iix  silih's  sur  la  droite  (  /,  /  ). 

Soi!  (Y-  0)1111  (■('ili' (]iiel('on(|ne  (lu  polvi;one,  non  |iaral  li'le  aux  axes  ; 
on  a,  lorsque  >,  est  égal  au  eoellicienl  ani^iilaire  de  ci'  coté. 


't   V  neul  s"erri 


l'^{,r-a)--.:y9.,{.,u 


F  =  T+    >r  (,r-«r^-ii,(-'-) 


(II)        r^(.,'-.o-'/'   yiî,(./)- V  (,,■-,n^■,-•^•.o,(.r 


où  Ions  les  exposants  S..,)  —  S,.>  sont  positifs. 

('..  Supposons  remplie  l<i  Cdiidi/ioii  -i"  du  leinnie  II .  ~  !"  sera  la  somme 
(le  lon>  les  termes  e(U'resp(uidan  t  aux  indices  dn  somno't  multijde  dans 
le  domaine  dn(|n(d   |{(Ai  est  comprise.  Convcmuis  de  représenter  par 

^  la  s(mimaliôn  étendue  aux  indices  de  Ions  les  points  coni'ondus  au 

sommet  multiple  dont  y  est  l'un  des  indices:  par 
^  la  sommation  ('tendue  ii  t(His  les  indices  i  de  i  à  s  autres  cjue  ceux 

des  points  conl'ondns  au  sommet  (y). 

On  aura  donc.  lors(|ue  R(A)  est.  comprise  dans  le  domaine  du 
sommet  (  Y  ). 

V  =  1 +^{.c  -  a)-K:9.,{.r) 


(73) 


ou 
(III) 


F  =  (.r  -  «)-V>  r^  --'(■'•)  -^2  ^•''  ~  «)'••'''••'  ^■'(•'■)1, 


avec  tous  les  exposants  Sy)  —  S,  >  positils. 

Il  est  encore  à   remarquer  que,   puis(|ue  la   somme   V   tloil    élre 

étendue  aux  indices  de  tous  les  points  eonl'ondus  au  sommet  (y),  et 
(fue  tous  ces  points  ont  les  mêmes  coordonnées  et,  en  particulier,  la 
même  abscisse,  si  l'on  désigne  cette  abscisse  par  [j.,  on  aura 

2  12,(.r)  =/(.r)!^2]  ^'  ?'(-^)  -2  '^'^-''^  ■^''•'■^• 


;).  Supposons  maintenant  que  v  =^  a  soit  un  zéro  ou  un  intini  de 
l'intégrale  y  de  l'éqtuuion  F  =  o,  et  tel  rjue,  pour  une  valeur  déter- 
minée de  A,  le  rapport 

r 

(  ,r  —  a  y 

tende  vers  une  limite  deleiininée.  Unie  et  dillérente  de  /.l'ro,  l()rs(|ue 
ce  tend  vers  a.  Si  R("a)  est  positive,  t/  sera  un  zéro  de  Tintegrale 
d'ordre  R(/.);  si  R("a)  est  négative,  a  sera  un  inlini  de  l'intégrale 
d'ordre  —  \\(a). 

Dans  le  voisinage  de  x  =  a,  on  |)eiit  écrire 

r  =  (  ''-«)'/(■'■). 

011  /"(r)  est  une  fonction  tendant  \ers  une  limite  déterminée  c,  tinie 
et  dili'érente  de  zéro,  lors(|ne  .r  tend  vers  a. 

Remplaçons  y  dans  F:  F  pi'cndra  l'une  (le>  formes  (  I  ),  (  Il  ),  (  III  ) 
suivant  (|ue  les  conditions  (Aj,  (lî)  ou  (C)  seront  l'cmplies.  Qutdie 
(jue  soit  celle  des  formes  (|ue  F  prendra,  le  résultat  de  la  substitution 
de  V  dans  F  doit  être  identiquement  nul  quel  (jue  soit  .r  dans  le  voisi- 
nage .v=:<(,  car  V  est  l'intégrale  de  F  =  o.  Par  consé(|uent,  dans  le 
voisinage  de  x  =  (i,  on  aura  identi(juement,  soit 


i/,  (  •'■  )  +  y  { •'■  -  "  r'''-'''''' ■'•■  ii,  (  -^^ )  —  o, 


p. 


i  1\  ) 


soit 


2p.,(.r)  +  V  (.r  -  «)^.>.-s,..o,(.r)  --^  o, 


(Y) 


suivant  que,  dans  le  voisinage  de  .r--a,  F  [irend   la  forme  (I),  (H) 
ou  (III). 

Supposons  (|ue  .r  tende  vers  r/.  Dans  le  cas  du  premier  ordre,  nous 
avons  pu  alliiiner  (|ue/(.i-j  tendra  vers  une  limite  p  finie  et  déter- 
minée, e(  (|ue  l'on  aura 

I    liMl[(,r-«)   /'(.r)]r=o, 
(K)  •    lini[{.r     -«/-/"(.'■  )|  =  o, 


pour  toute  valeur  .r  =  a  de  .r,  sauf  peut-être  pour  un  certain  nombre 
de  valeurs  fixes  et  connues  à  l'avance,  qui  coïncident  avec  les  sinj^u- 
larilés  transcendantes  de  l'intégi'ale.  Il  n'en  est  plus,  en  général,  ainsi 
dans  le  cas  des  éi|uations  d'or'dre  snpérieni'. 

Dans  tout  ce  (|ui  va  suivre,  nous  su|qtoseidns  implicitement  (|ne  les 
singularités  ti'a  nscendaiites  de  l'intégrale  considérée  et  de  ses  (h'M'ivées 
ins(]u";i  riH'dre/)  soient  fixes.  Dans  le  cas  où  il  n'rn  est  pas  ainsi,  ce 
([ue  nous  dirons  s'apprupiera  seulement  aux  intégrales  parliculii'res 
(ou  dépendant  des  constantes)  n'ayant  que  des  singularités  ti'anscen- 
(lantcs  données  à  l'avance,  par  exemple  aux  intégrales  méromorplies 
de  l'équation  ou  aux  intégrales  n'ayant,  en  fait  de  singularités  mohiles, 
que  des  pôles  et  îles  points  criticjues  algel)ri(|ues  (ainsi  que  leurs  dé- 
rivées), et,  d'une  façon  généi'ale,  (iii.v  inléL;r<tli's  (jin  soni  (ni/isi  t/iir  leurs 
(Irrn'ccs  ius<iii  <)  l'ordre  p)  (F un  ordre  infiiiilisiindl  delernuné  dans  le  roi- 
sina<j;c  d' une  râleur  de  x  mobile.  <jui  les  annule  ou  qui  les  rend  in/inics, 
de  telle  soi'le  (|ue,  si  l'intégrale  v  est  d'ordre  infinitésimal  A,  sa  déri- 
vée d'ordre  /■  est  d'ordre  A  —  /(/  =  i .  2,  ...,/>  ). 

Dans  c(^s  cas,  les  conditions  (  |{  )  sei'ont  remplies  sans  faire  aucune 
hypotlii'se  de  pins,  et  comme  les  0,  sont  des  pidynomes  en 
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dans  lesquels  les  termes  dépendant  uniqnement  de  /  inaii(|iieiit,  on 
aura,  pour  .r  =  a, 

Iini5,(.r)  =  0         (j  =  1,2,  .  .  .,  s). 

Dune,  on  aura  pour  toute  valeur  de  «,  sauf  pour  eertaines  valeurs  |iar- 
ticnlières  a',  pour  lesquelles  les  fonctions  Oj(x)  deviennent  infinies 
et  que  l'on  reconnaîtra  toujours  d'avance, 

liinn,(j")  =  A,7,(r/)p^'.         (/=!,■!,  ...,s). 

Par  conséquent,  on  voit,  en  tenant  compte  de  ce  (|ne  tons  les  e\|io- 
sants  S^_)  —  S,,),  et  S^,,)  —  S,  >  sont  positifs,  que,  pour  toiitr  valeur  de  a, 
ne  coïncidant  avec  aucune  di^s  valenrs  particulières  </  : 

A.   Si  les  conditions  i"  et  2"  du  leinnie  I  sont  remplies,  on  aura 

H.   Si  la  condition  i"^'  du  lemme  II  est  remplie,  on  aura 
où  il  faut  poser 

A,  ^  /."„(/. -,)T„  ...  (À  _/,  -HI)T,,-,., 

et  remplacer  A  par  le  coellicient  ani^ulaire  du  coté  (^y,  0)  considéré. 
J'appellerai  cette  équation  l' iijiialii)n  en  z  niatnc  au  càlc  (^;,  o). 
(',.   Si  la  condition  2"  du  lemme  II  est  remplie,  on  aura 

'Y 

En  Y  remplaçant  A,  par  son  expression  en  A,  on  aura  une  e(iaation 
algél)ri(|ue  en  A 

9(?.)= /.'"-i-, V, >.'"-' 4-. î., >.'"-- -4-.  .  .  —  .?„,.,  A -I- 5,,,  =  o 

(à  coefficients  s,  fonctions  de  a)  (|ue  j'apiiellciai  :  /'cf/iiei/id/t  en  >. 
relaHvp  au  sommet  multiple  (7  ). 

L'é(Hiation  en  A  relative  ii  un  sommet  simple  (O  se  réduit  ii  A,=  c; 

ou 

>.ï..(}.  -  i)ï... ..(/.-/'- i)V-.=  o. 
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().  Jusqu'il  présont  je  n'ai  pas  spécifié  si  a  était  un  zéro  ou  un  infini 
de  l'intégrale;  distinguons  maintenant  ces  deux  cas. 

I.    —    Lv   VAI.F.rit   (l   KST  l.N   INFINI    DP,  I.'lNTflllll.U.F.. 

A.   Supposons  (i'iii)oi'd  les  deux  conditions  siiivanles  remplies  : 

i"  Le  polygone  n'a  aucun  coté  à  coetlicient  aniiulaire  négatif,  ou, 
s'il  en  a,  A  n'est  égal  à  aucun  de  ces  coefficicnls. 

li"  Le  polygone  n'a  aucun  sommet  mnlti|»l('  ;i  domaine  négatif,  ou, 
s'il  en  a,  l{(X)  n'est  pas  comprise  dans  un  tel  domaine. 

Alors,  en  ayant  égard  an  lemme  I  et  à  ce  que  A  doit  être  négatif,  on 
voit  ([lie  ré(|uati<iii 

doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeuis  de  a  qui  ne  coïncident  pas  avec 
les  infinis  a!  des  fondions  9,(.i");  et,  comme  p  est  une  quantité  dill'é- 
rente  de  zéro  et  que  l'équation  ^4^=  o,  qui  est  la  suivante 

n'a  aucune  l'acine  en  A  négative,  a  doit  être  une  racine  de  ré{]na- 
lion 

0/,((7)  =  0. 

On  en  conclut  (jne  :  si  les  conditions  i"  et  2"  son!  remplies,  a  ne 
dépend  pas  des  constantes  d'intégration  et  annule  ou  rend  infinie  au 
moins  l'une  îles  fonctions  Ç',(.î'). 

B.  Supposons  ensuite  que  le  polygone  ail  des  côtés  à  coefficient 
angulaire  négatif,  et  ([uc  X  soit  égal  à  un  de  ces  coefficients. 

On  aurait  alors,  si  (y)  et  (0)  sont  les  deux  sommets  qui  limitent  le 
coté  dont  le  coefficiimt  angulaire  est  égal  à  X,  et  si  a  ne  coïncide  avec 
aucune  des  valeurs  a 

2a,v,(«)p'''=o. 

(  y.  ^^  ) 

Quelle  (|ue  soil  la  valeur  attribuée  à  a,  cette  é(iuation  a  au  moins  une 
racine  en  p  finie  et  dillerente  de  zéro,  car  tous  les  iM,  figurant  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  sont  distincts,  et  l'infini  rt  peut  dépendre 
des  constantes  d'intégration.  On  voit  aussi  (|ue  la  limite  p  de  /(.r), 
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lorsque  x  tend  ver>  a,  est  une  ronction  algéhriiiiie  des  o,(a).  En  par- 
ticulier, lorsque  l'équation  F  =  o  est  algébrique  non  seulement  par 
rapport  à  y  et  à  ses  dérivées,  mais  aussi,  par  rapport  à  x,  cette  liniilc 
est  une  foncliou  algébrique  de  a.  Enfin,  si  eesOjf.r)  sont  des  con- 
stantes B,  (par  exemple  si  F  =  o  ne  contient  pas  r  explicitement),  la 
limite  c  ne  varie  pas  avec  les  constantes  d'inlégralion,  et  elle  est  uni- 
racine  de  l'équation  algébrique 

dans  laquelle  il  faut  d'abord  supprimer  toutes  les  racines  nulles. 

C.  Supposons  enfin  que  le  polygone  ait  des  sommets  multiples  a 
domaine  négatif  et  ([ue  R(  A)  soit  compiise  dans  un  tel  domaine. 

Alors,  en  ayant  égard  au  lemmell,  pour  toutes  les  valeurs  o  ne  coïn- 
cidant pas  avec  les  a  ,  on  aura 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  indices  du  sommet  multiple  dont  7 
est  un  des  indices.  Nous  avons  appelé  précédemment  cette  équation  : 
l'équation  en  A  relative  au  sommet  multiple  i'k):  écrivons-la  sous  la 
forme 

5(/,)—  À"' -t- .s-,  (^7  )/,'"-'+  .«2  (<7  )).'"--  —  .  .  .-!-  i-„,_,(rt)À  +  i-,„(<7)=  O. 

Si  toutes  les  racines  A  de  cette  équation  dépendent  dcr/,  lorscpuw/ 
varie  avec  les  constantes  d'intégration,  A  vai'iera  aussi;  mais  il  n'en 
est  pas  nécessairement  ainsi  lorsqu'une  ou  plusieurs  racines  sont  indc- 
pendantes  de  a.  Si,  en  particuliei',  aucune  racine  ne  dépend  de  a, 
l'ordre  X  de  l'infini  a  ne  varie  certainement  pas  avec  les  constantes 
d'intégration.  Ceci  arrive,  par  exemple^pour  les  équations  où  a-  ne  figure 
pas  explicitement,  et  pour  ces  équations  (les  conditions  relatives  aux 
singularités  transcendantes  étant  remplies),  l'ordre  d'un  infini  mobile 
quelconque  est  égal  à  une  racine,  toujours  fixe,  de  l'équation  en  a 
(  lorsque  celte  équation  ne  se  réduit  pas  à  une  identité),  dont  la  partie 
réelle  est  négative  et  comprise  dans  le  domaine  du  sommet  multiple  (7). 
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On  |i('iit  (liro,  (rune  façon  iféniTalc,  que,  pour  que  l'infini  a  puisse 
l'ire  mobile  et  son  ordre  A  lî\(!  et  <'ompris  dans  le  domaine  d'un  som- 
inrl  iiiiillipie  (y),  il  l'an t  que  l'cMpiatiuii  en  A,  rcdative  à  ee  sommet, 
admette  au  moins  une  racine  dont  la  partie  réelle  soit  indépendante 
de  a  et  eomprise  dans  le  domaine  de  ce  sommet;  A  est  alors  égal  ii  la 
partie  réelle  d'une  de  ces  racines. 

Si  le  polynôme  se  réduit  à  un  seul  sommet  multiple  (  une  droite),  le 
domaine  de  ce  sommet  est  représenté  par  l'intervalle  de  a  =  —  ce  à 
A  =  —  x;  dans  ce  cas,  pour  (|ne  l'infini  a  puisse  élre  mobile  et  son 
ordre  A  li\e.  il  Caut  ([ue  ré(jualion  en  A  relative  à  ce  sommet  admette 
an  mninsnne  racine  dont  la  partie  réelle  soitnégative  et  indépendante 
.le  a. 

De  ce  (|ni  [(recède  on  déduit  les  théorèmes  suivants  ('  )  : 

Tiii  ()i;i  .^n;  I.  —  Tontes  les  fois  que  l' i  nié  ivraie  de  F^o  a  des  i/i/i/iis 
mobiles,  une  an  /iioins  des  eondilions  siiieanles  est  remplie  : 

I  ■  Le  polygone  a  un  ou  plusieurs  côtes  à  eoejjieienl  angulaire  négatif, 
et  /,  est  égal  (i  un  de  ces  coefficients  : 

2"  Le  polygone  a  un  ou  plusieurs  sorninets  multiples  à  domaine  néga- 
tif, et  il  existe  une  région  S  du  plan  des  a,  ne  se  réduisant  pas  à  des 
pioints  isolés,  limitée  ou  illimitée  et  telle  que  pour  toute  valeur  de  a  com- 
prise dans  cette  région,  l'équation  en  A  /elalne  à  un  tel  sommet  admet 
au  moins  une  racine  dont  la  partie  réelle  est  négatiee  et  eomprise  dans  le 
domaine  de  ce  sommet  :  ).  est  alors  égal  (i  la  partie  réelle  d'une  de  ces  ra- 
cines, et  l  infini  a  appartient  à  la  région  S. 

Pour  metire  bien  évidence  le  sens  de  ce  théorème,  appli(|uons-le  à 
l'exemple 

V—y"\y"-^  ?i(-'' ).!•/".'•■■'  +  ?2(-2^) 7'  +  ?3(-r)  j"^  -^  o,{x)  —  o. 

I,e  [)olygi)ne  de  1"  (fig.  8)  est  celui  tie  la  figure;  le  sommet  \S  est 
double  et  d'indices  1  et  2,  et  les  sommets  A  et  C,  d'indices  i  et  'i.sont 
des  sommets  simples. 


(')  Dans  lous  CCS  llioorèincs  il  s'agira,  bien  entendu,  des  infinis  fou  des  zéros)  tels 
ijiie  l'inlcgrale  considérée  (ainsi  (]uc  ses  dérivées  d'ordre  p)  soit  d'un  ordre  infinitési- 
mal déterminé  dans  leur  voi;iinai;e. 
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Le  cocHicieiit  aiigulairL'  du  côté  AB  est  —  ',,  ccliii  dr  I}(".  est     -  <). 
Le  domaine  du  sommet  lî  est   riiitervalle   de  A=  —  9  à  A  =  — 


LV'(|iiati(jii  en  A  ndative  ii  ce  sommet  est 

ayant  pour  raeiues 

A  —  o,  /  =  1 ,  1= r  ■ 

l-\-  0,{  r/) 

Si  un  infini  mobile  a  de  l'iuléi^rale  n'est  pas  d'ordre  —  ^  ou  —  ij,  la 

oartie  ré(dle  de est    uéiiative  et   comitrise    dans  l'inteivalii' 

(  —  (),  —  '  );  s'il  n'eu  est  pas  ainsi,  l'infini  i?  est  ti\e.  l'osons 

f 

=  w(£, -o)  +  <■/,(£,  -fi); 


a  ^^  c-^m, 


?i(i  +  -oO 


l'infini  mobile  a  (s'il  n'est  pas  d'ordre  —  ^  ou  —  9)  reste  constaninient 
compris  dans  la  portion  du  plan  (?,  ri)  commune  aux  deux  régions 

55  ('  4,  ri  )  >  —  9         et         ro  (  ;,  rj  )  <  —  |. 

lin  deliors  de  cette   portion  du  plan,  tout   infini  de  y  n'étant  pas 
d'ordre  —  ',  ou  —  9  est  fixe. 

THroi!i..Mr.    H.    —   Toutes  les  fois  (juc  l'inlè ivraie  a  des  infinis  rnohiles 


(    .S(»    ) 

axant  nu  onln  /.  /i-tc,  itne  au  itioins  des  co/kIiIuiiis  suivantes  est  rem- 
l>lte  : 

I  "  /je  fio/y^o/ie  a  un  ou  /i/i/s/eiirs  côtes  à  coe/f/ieieiit  angulaire  iiéi^ati J , 
et  A  est  éi^dl  à  un  di-  ces  coeijieients : 

■j."  Le  palY'j;i>iie  a  un  ou  plusieurs  somiticts  multiples  à  domaine  négatij 
et  tels  ijue  l' ('(juation  en  A  relative  à  ee  sommet  ait  au  //inins  une  racine 
dont  la  partie  réelle  est  indépendante  de  a,  négative  et  comprise  dans  le 
domaine  de  ce  sommet  ;  A  est  alors  égal  à  la  partie  réelle  d' une  de  ces  ra- 
cines. 

Du  lliéori'mc  I  mi  déduit  conirnc  corollaire  le  suivant  : 

TiiiJHJMi:  III.  —  l'ouïes  les  fois  (pie  le  sommet  —>  droit  du  polygone  est 
en  même  temps  le  sommet  e.vtréme  droit ,  et  lorsipie  ce  sommet  est  simple, 
ou  bien,  si  lorsipé il  est  multiple  il  ne  lui  correspond  dans  le  jilan  des  a 
aucune  région  S  defiiuc  comme  dans  le  tlu'oréme  I .  les  in/i/iis  de  I  inté- 
grale ne  varient  pas  avec  les  constantes  d'intégration. 

De  [dus,  si  h  est  l'iiuliee  du  soiiiniet  ct  droit,  cl  si  c'est  un  sommet 
simple,  tout  inliiii  de  l'intéi^iale  est,  soit  une  racine  de  ré(|uation 
':</,(•(•)  =  0,  soit  nn  intlni  des  autres  fonctions  o,(.r);  si  c'est  un  som- 
met multiple,  tout  inlini  de  l'intégrale  est,  soit  nn  intini  (l(>s  fonctions 
o,(.i')  autres  (|iie  celles  correspondant  ii  ce  sommet,  soit  un  des  points 
isolés  aux(|inds  se  l'éduisent  les  réliions  S  correspondant  au  sommet, 
dans  le  cas  oii  de  tels  points  existent. 

On  le  voit  faiilement  en  remar(|uant  (|ue  pour  une  valeur  quelconque 
(le  A,  ayant  sa  |iartic  réelle  négative,  l'ensemble  T  se  réduit  au  terme 
d'inilice  //,  si  le  s(unniel  esl  simple,  et  (|n'il  soit  égal  à  la  somme  des 
termes  corres|iondant  à  tous  les  indices  du  sommet,  si  celui-ci  est  mul- 
tiple. Dans  ce  dernier  cas,  ii  part  les  points  isolés  anxqu(ds  se  rédui- 
>enl  les  régions  S  correspondaril  au  sommet,  l'équation  en  A  n'admet 
aiH'une  racine  dont  la  partie  réelle  est  négative  et  comprise  dans  le  do- 
maine du  sonnnel ,  (juclle  (jue  soit  la  valeur  attribuée  il  a. 

Tin  oi'jMF.  W .  —  Même  lorsipie  le  so/nmet  ui  droit  n'est  jias  le  sommet 
e.vtréme  droit,  si  I.  n'est  pas  é^al  au  coe/Jicient  angulaire  d'un  des  cé>tés 
ilii  juihgone  (i  droite  du  sommet  ~,  droit,  ou  si  les  ét/uations  en  '/.relatives 
au.v  sommets  à  droite  de  ce  sommet  rrr  ont  leurs  racines  en  A  tndépcn- 


(  Hi   ) 
(tanles  de  a,  ne  coïncidant  pas  avec  A  donné  de  T infini  considcié,  cet  i/i- 
fini  doit  annuler  o^ix)  [ou  rendre  infinie  l'une  des  autres  fondions 
o,( .r)].  h  désignant  l'indice  du  sommet  dont  le  domaine  comprend  —  A. 

Ce  qui  précède  fait  voir  que,  excepté  le  seul  cas  où  le  polygone  se 
réduit  à  un  seul  sommet  multiple  et  tel  que  le  premier  membre  de 
refjualion  en  A  relative  ii  ce  sommet  est  identiquement  nui,  (|uels  (|ue 
soient  a  et  A,  toutes  les  fois  que  V ordre  d'un  infini  mobile  est  fixe,  il  est 
une  fonction  algébrique  des  constantes  numériques  figurant  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  différentielle.  En  particulier,  lorsque  ces 
constantes  sont  des  nombres  algébricjues,  l'ordre  A  est  aussi  un  nombre 
algébri(jue.  Enfin,  toutes  les  fois  que  la  condition  2"  du  tliéorème  I 
n'est  pas  remplie,  l'ordre  de  tout  intini  mobile  est  un  nombre  ne  va- 
riant pas  avec  les  constantes  d'intégration  et,  de  plus,  commensu- 
i'al)le. 

On  peut  tirer  du  théorème  I  encore  la  remarque  suivante  : 

Supposons  que  le  sommet  ci  droit  du  polygone  soit  en  même  temps 
le  sommet  extrême  droit  et  que  ce  soit  un  sommet  multiple;  supposons 
de  plus  ([ue  la  région  S  définie  dans  le  théorème  I  et  relative  à  ce 
sommet  ne  comprenne  pas  le  |)lan  des  a  tout  entiei',  et  désignons  pai' 
—  S  toute  région  du  plan  des  a  non  conqirise  dans  S.  il  résulte  du 
théorème  1  que  dans  la  région  —  S  l'intégrale  ne  peut  avoir  que  des 
infinis  isolés,  ne  variant  pas  avec  les  constantes  d'intégration.  Si,  en 
particulier,  cette  région  —  S  intercepte  sur  l'axe  des  réels  des  portions 
limitées  ou  illimitées  de  cet  axe,  dans  aucune  de  ces  portions  l'intégrale 
ne  peut  avoir  des  in/inis  réels  mobiles.  Et  si  l'axe  des  l'éels  se  trouve  tout 
entier  dans  la  région  —  S,  tous  les  infinis  réels  de  l'intégrale  sont  fixes 
et  coïncident  avec  un  infini  des  fonctions  9,(f}  autres  que  celles  cor- 
respondant aux  indices  du  sommet  cr  droit.  On  a  ainsi  des  conditions 
suffisantes  pour  que  les  infinis  réels  de  l'intégrale  soient  ffxes  et ,  si  ces 
conditions  sont  remplies,  on  peut  considérer  ces  infinis  comme  donnés. 
Dans  un  grand  nombre  de  cas  on  pourra  disposer  des  coefficients  figu- 
rant dans  le  premier  membre  de  ré([uation,  de  sorte  que  tous  les  infi- 
nis réels  soient  fixes.  Enfin  on  peut  facilement  construire  des  types 
généraux  d'é(|uations  où  les  circonstances  précédentes  s'y  réalisent. 

Appliquons  ces  résultats  aux  équations  où  x  ne  figure  pas  explici- 
tement. 

P.  il 
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l'diir  f'cs  (■■(iiiiilioiis,  aiiriiiK!  i-iciiic  de  l'r(|iialion  on  A  rclalivc  ;i  un 

soiiinict  Itipic  (|ii('l('on(|iic  ne  i|r|iciiil  ilc  a;  par  coiiscniiiciiI  ,  rordri' 

iTuii  iiiliiii  indhilc  de  l'inlrLcralc  ne  varie  pas  avec  <i.  I)":iiilr('  |iarl. 
cdininc  dans  l'inlriçralc  i;énri'al('  il  y  a  toujours  une  cousianle  addilivc 
il  r,  (oui  inlini  de  l'iuléi^i'ale,  dans  le  cas  où  ees  infinis  cxislent,  varie 
eerlainenu-nt  avec  les  eonslanles  d'inléL;rali(ui.  I*ar  consé(|uent,  |i(»nr 
ces  é(|uations  : 

Toutes  les  fois  (jit' uîv  inlriinilc  divicitl  i/i/i/iit'  pour  une  valeur  finie 
(le  ,r,  ii/ie  dit  nioi/is  des  eondilio/is  i"  cl  ■:>."  du  //leorè/ne  II  es/  remplie. 

iMitin,  exeeplé  le  seul  cas  où  le  ]iolyi;oue  se  réduit  ;i  un  seul  sommet, 
multiple  et  Ici  (]ne  le  jiremier  nn'iuhre  de  l'éipialion  en  A  r(dalive  à  ce 
sommet  est  idenrnpH'menl  uni  <|U(d  (|ne  soit  "/.,  l'ordic  d'uu  infini 
([iudcon(pic  de  l'intéi^i'ale  est  toujours  l'acine  d'une  eijualiou  algé- 
l)rii|ue  dont  les  cotd'ficients  sont  des  fonctions  linéaires  el  liomogènes 
des  coeriicients  figurant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  diile- 
renlielle,  ou  l)ieu  égal  au  cocllicicnl  angulaire  d'un  côte  du  polygone. 
Lors(iue  les  constantes  numériques  figurant  dans  ré(|uation  dilléren- 
tielle  sont  des  nombres  algéi(ri(|ues,  l'ordre  d'uu  infini  <[nelcon(jue  est 
également  un  nomfire  algélii'iciue. 

II.    —     L\    VALKIK    a    F.ST    CN    zi:ui)    f)i:    L'iMÉr.RAI.i:. 


Il  sulfil  d'a|)|di(]uer  les  pro|)osilions  pr(''cédentes  ii  la  li'ansl'ormée 
de  ]•' =  ()  en  —  pour  ohleuir  des  pi'oposilions  concernant  les  zéios  de 
l'intégrale.  Dans  toutes  ces  propositions,  les  côtés  à  coerticient  ani^ii- 
laire  n  égal  il'  el  les  sommets  ii  domaine  négatirsont  seuls  à  considérer; 
mais  on  peut  aussi  avoii'  des  renseignements  sur  les  zéros  par  la  consi- 
dcrali(Ui  des  côles  ;i  coet'ficienl  angulaire  positif  et  des  sommets  il 
domaine  positif  du  polvi^one  II  de  F=  o  sans  être  obligé  de  construire 
le  pi)lyi;(me  de  la  Iransformee. 

Supposons,  par  e\enq)le,  les  deux  conditions  suivantes  remplies  : 

i"  l.e  polygone  n'a  aucun  côté  ii  coefficient  angulaire  positif,  ou,  s'il 
en  a,  À  n'est  égal  ii  aucun  de  ces  coel'ticients ; 

2"  Le  polvi^'ime  n'a  aucun  sommet  mulli|)le  ii  ilomaiue  positif,  ou, 
s'il  en  a,  A  n'est  pas  c(uiipris  dans  un  Itd  domaine. 
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Alors,  en  avant  ('garil  à  ce  que  X  doit  être  positif  et  an  Icaune  I,  on 

voit  que  l'équation 

A/,  9/,(rt)p^'''=o 

iloit  être  satisfaite  pour  toute  valeur  de  a  ne  coïncidant  pas  avec  ie> 
intinis  à  des  o^ix).  Cette  é(|uation  est  satisfaite  soit  par  Irs  valeurs 
de  a  racines  de  0/,(a)  =  o,  soit  par  les  valeurs  de  7.  racines  de  l'équa- 
tion 

A/,  =  >■•'■(>■  —  I )■■'■• ..(/.—/'-+-  i)-V— ''=  u. 

Par  conséquent  :  Si  les  condilinns  i"  et  -i"  sont  re/iiji/ics.  et  si  A  n'est 
pas  égal  à  un  des  entiers  i ,  -2,  '5,  . . . ,  {  p  —  \  ),  a  est  fixe  et  annule  au 
tend  infinie  au  moins  une  des  fonrtutns  Ç/,(a'  ). 

A  chacune  des  propositions  précédentes  relatives  aux  intinis  corres- 
pond une  proposition  relative  aux  zér-os  de  l'intéi^rale  et  dans  lai|U(dle 
interviennent  les  cotés  à  coefticieut  an,i;ulaire  positif  ou  les  sommet^ 
il  diunaine  positif:  seulement  ces  pro[iositions  auraient  un  caractère 
moins  décisif  que  les  preniii'res,  car  ici  les  coetticients  X,  générale- 
ment s'annulent  pour  des  valeurs  d(>  A  entières  et  positives,  et  l'ordre  a 
du  zéro  considéré  peut  être  éjial  précisément  à  un  de  ces  entiers,  au(iuel 
cas  on  ne  peut  lien  dire  sur  la  lixité  d'un  tel  zéro. 

Mais  il  suffit  d'ajouter  encore  une  condition  pour  (|iie  1rs  cotés  ;i 
coefficient  angulaire  positif  et  les  sommets  ii  domaine  positif  donnent 
des  résultats  équivalents  à  ceux  que  nous  avons  trouves  dans  le  cas 
des  infinis. 

Soit  0^.  l'indice  du  sommet  dont  le  domaine  comprend  la  dir'ection 

•/.  =  /,■         (/,-  =  i,  2,  3,  ...,/>). 

p  étant  l'ordre  de  l'équation  dillérenlielle  donnée  F  =  o. 

Appelons  o^  ces  sommets;  il  peut  arriver  qu'un  même  sommet  satis- 
fera à  la  fois  à  plusieurs  de  ces  conditions  (que  son  domaine  comprend 
plusieurs  entiers  i,  ....  p)  et  même  (ju'un  seul  sommet  satisfasse  ii 
toutes.  Supposons  que  dans  V  l'ensend/le  des  termes  qui  eorrespondent  aux 
indicesc,,  o..,  ...,  o^,  ne  contienne  que  x,  v,  y  .  if  di"^  qui'  : 

Toutes  les  fois  que  les  eonditions  du  lemme  /(  |1.  70)  sont  remplies,  le 
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zéro  a  csl  flic  cl  annule  une  des  fondions 

V5,(./-),      W,.{-r),      ...,      ?ô,,(-^-) 

ou  rend  infinie  une  des  nu/res  fo/ietions  0,(v  )■ 

En  effet,  T  se  réduit  alors  ii  un  seul  tenue  et  l'on  aura,  si  //  est  l'in- 
dice de  ce  terme, 

(,)  A;,  9,,(^/)p"''=o. 

D'iihord,  il  csl  évident  que,  si  A  ne  coïncide  avec  iiiiciin  des  entiers 
positifs  I,  2,  ...,  p,  la  dernière  é(|ualion  exige  que  a  annule  Oi,{a)- 
Mais  il  en  est  ainsi  même  si  A  est  égal  à  un  de  ces  entiers;  car  alors 
l'indice  //  est  nécessairement  égal  à  un  des  indices  o,,  o,,  ....  o,, 
(puiscjne  d'après  la  détinition  mémo  des  sommets  O;,  on  a  S,;;^  -,  >  '^,,i)< 
et  comme,  dans  les  termes  qui  ont  ces  indices  ne  tigui'ent  que  a:,  y,  v', 
pour  ces  termes  on  a 

Aî,  =  àH,       Ae,=  >M A5,->J"V, 

et  l'équation  A/,  =  o  ne  peut  être  satisfaite  (|ue  pour  A  =  o.  Donc  on 

a  ?a(«)=  "• 

Il  s'ensuit  (]ue  pour  toutes  les  é(|uations  dans  lesquelles  les  ternies 
correspondant  aux  indices  des  sommets  ù^  ne  contiennent  ()ue  J"..)^.^•  . 
on  aura  par  la  considération  des  sommets  à  gauche  du  sommet  îtt  des 
pi'opositions  analogues  à  celles  (|ue  nous  a  fournies  la  considération  des 
sommets  ii  di'oitedu  sommet  m.  Il  est  inutile  d'écrire  ici  ces  proposi- 
tions, tout  il  fait  analogues  à  celles  relatives  aux  infinis  de  l'intégrale 
et  très  faciles  à  énoncer.  Pour  les  ohlenir  il  n'y  a  qu'à  remplacer,  dans 
les  propositions  concernant  les  intinis,  les  coefficients  angulaires  né- 
gatifs par  les  positifs,  les  sommets  multiples  à  domaine  négatif  par 
ceux  à  domaine  positif,  etc. 


(  85  ) 
CHAPITRE  II. 

QUELQUES  APPLICATIONS  AUX  INTÉGRALES  UNIFORMES. 


1.  Les  métliodes  de  M.  Poiiicaré,  permettant  de  préciser  la  nature 
analytique  des  transcendantes  uniformes  représentées  par  l'intégrale 
générale  d'une  équation  algébrique  du  premier  ordre,  ne  s'étendent 
pas  immédiatement  aux  équations  d'ordre  supérieur.  La  raison  de  ce 
fait,  mise  en  évidence  par  M.  Painlevé,  est  que  pour  les  équations  du 
premier  ordre  les  singularités  transcendantes  sont  fixes  et  que,  par 
suite,  la  transformation  biuniforme  de  la  courbe 

est  nécessairement  birationnelle,  fait  qui  ne  subsiste  ])as  pour  les 
équations  d'ordre  supérieur,  ce  (|ui  cbange  complètement  le  caractère 
de  cette  tbéorie.  Néanmoins  ces  métbodes  s'étendent  au  cas  du  second 
ordre  lorsque  la  transformation  biuniforme  correspondante  est  bira- 
tionnelle et  ceci,  joint  à  d'autres  considérations  dues  à  M.AI.  Picard  et 
Painlevé,  a  fait  que  la  tbéorie  des  transcendantes  uniformes,  engen- 
drées par  l'intégration  des  équations  algébricpies  du  second  ordre  est 
aujourd'hui  complète  sur  plusieurs  points. 

Je  rappellerai  quelques  résultats  fondamentaux  connus,  relatifs  à 
l'intégrale  générale  d'une  équation  du  second  ordre,  algébrique  en  a-, 
Y,  y,  y",  lorsque  cette  intégrale  est  une  fonction  uniforme  de  .r. 

Ces  intégrales  peuvent  présenter,  en  fait  de  singularités,  des  pôles 
et  des  points  essentiels  fixes  ou  mobiles,  mais  elles  ne  présentent 
jamais  de  coupures  (').  C'est  là  une  profonde  différence  qui  sépare  le 
cas  du  second  ordre  de  celui  des  ordres  supérieurs,  x^insi  les  intégrales 
uniformes  des  équations  très  simples  du  troisième  ordre  présentent 

(')  Paixlevé,  Complet  rendus,  t.  CXVI,  p.  3(')-i-36);  ii<o3. 
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(les  cDiiiMiics ,  (■(   lie   [iliis  ces  (■(iii|tiir('s  vaiicnt  avec  les  constantes 
(riiil(''^i'alii)n. 

Dans  SCS  (lavaiix  snr  les  éijiiations  F(  v.  ■»-',  v")  =  o,  alL;cl)ri(|iics  en 
\\  ^■' ,  \-  cl  (lii  .r  ne  lii^urc  pas  c\|ilicilcincnl ,  .M.  Picard  (  '  )  a  incintrc  qne 
(|Uanii  l'inlc^i'alc  i;ciicralc  est  unii'orinc  et  (Icpcml  alL;cl)ri(|ncMic!il  de 
dcn\  c(Mistaiilcs  d'in Icgi'ation,  la  sni'lace  ali^el)ri(|ne  re|)rcsentée  par 
rc(|iialiiiii  adnici  une  liansfornialion  i)irationn(dle  en  (dle-nième  et  on 
[icnl  alors  rccuiiiiaitri'  la  nalnic  de  j'inléi^rale  i^cncralc.  La  l'orme  ana- 
lvll(]nc  de  celle  inlciicalc  sera  diil'crcntc  solvant  la  natnre  de  la  trans- 
r()ianali(Oi  liiralonincdle.  l/intéi;i-alc,  sn|ipi)sec  unirorine,  est  ration- 
nelle suit  en  .r,  sdil  en  (-"■'',  soit  en  sn(r/.j-)  et  en  (V/.î-i.  diK^/.r),  on  liien 
est  nne  lonclion  (jiuidrn|ilcnienl  ]>eriodi(|ne  de  denx  variaMcs  «a-  -t- C,, 
/>.)•  -\-  C,^,  oii  <i  et  h  sont  denx  constantes  convenablement  déterminées 
cl  <;,,  (]_,  les  denx  constantes  (rinteL;ration.  Dans  ce  dernier  cas  l'in- 
Icii'ialc  pcnl  se  rednii'c  à  nne  fonclion  rationnelle  soit  de  c"-'^  et  r*-^, 
soi  I  de  ,r  cl  c"' . 

Dans  le  cas  où  l'dM  n'admet  pas(|ne  rintéi;rale,  su|)posée  nnil'oi'me, 
dépende  al^;elirl(|in'men t  des  constantes  (rintegrati(m,  la  (jnestion  de 
rccoiniailre  si  l'intéi^i'ale  générale  est  nnii'oi-meet  de  préciser  sa  na- 
Inre  analvli(|ne  apparaît  comme  hcanconp  pins  diCticile.  M.  IMcard  a 
iorme  des  conditions  nécessaires  dans  Ions  les  cas  (mais  non  snCti- 
sanles),  |ioiir  (|ne  rintéi;iale  lût  nnirorinc.  Il  a  notamment  considéré 
le  cas  ^■"=--  \\{  V,  1-  ),  011  il  est  ralionntd  en  y,  y',  et  montré  (|ne,  toutes 
les  lois  (|nc  l'inlegrale  généi'ale  v  esl  nnil'orme,  on  peut  la  mettre  sons 
la  l'orme  d'nn  qnolienl  de  deux  l'onclions  nnil'ormes,  mais  n'ayant  pas 
de  |iôles,  et  satisCaisant  à  des  ei|nations  dillerentielles  faciles  ;i  former 
an  moven  de  rc(|nalion  donnée. 

IMus  récemment  M.  Painlevé(^)  est  ari'ivé  ;i  ce  l'ésnllat,  r(dative- 
nu'iit  il  re(|nalion  v"=  l{(_r,  V  ),  oii  li  esl  rationnel  en  v' et  algelirii|ne 
en  V.  (|in'  l'inlcgrale  générale.  (|nand  (die  est  nniforme.  est  nne  com- 
liinaison  de  fonctions  rationntdies.  exponeiiticdies.  donlileno'nt  pério- 
di(|nes  on  depiMid  d'nne  e(|nation  de  Uiecati  ;i  coefticienls  périodi(|nes. 
De  plus,  (Hi  peu!  tonjonrs  (  l()rs(|nc  l'intégrale  est  uniforme)  choisir  les 


(  ')  Mémoire  sur  In  théorie  des  fonctions  nl^éhririiies  de  deux  variables;  iS8y. 
(2)  Comptes  rciidiis.  I.  C.XYII,  p.  nx-'A's:  iS.ji. 
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constantes  d'intégration  de  i'aeon  que  l'intégrale  déiicnde  algéliri(|ue- 
ment  de  l'une  au  moins  de  ces  constantes.  La  méthode  (|ni  permet 
d'ailleurs  de  reconnaître  si  l'intégrale  générale  d'une  é(|uation  donnée 
est  effectivement  uniforme  est  susceptible  d'être  étendue  ;i  loutcs  le- 
équations  algébriques  en  _v,.v',  v"  et  permet  de  prévoir  (|n"un  tiieu- 
rème  analogue  au  précédent  s'a|)plique  à  ces  équations. 

Si  X  figure  explicitemenl  dans  F(.r,  y,  y',  v")  =  n,  et  si  l'on  sup- 
pose que  la  transformation  biuniforme  qui  transforme  la  surface 

F  (j:-,  _)-,j', _>■")  =  o         en         F  (,)■„,  j'o.JÔ •,'■")=;  o 

soit  en  même  tem[)f,  biralionnct/r.  y].  Picard  a  montré  ([iie  les  niélliodes 
de  ^I.  Poincaré,  relatives  au  cas  du  premier  ordre,  se  généralisent  cl 
permettent  de  préciser  la  nature  de  l'intégrale  supposée  uniforme  (on 
plus  généralement  à  points  crili(|ucs  fixes).  Cette  intégrale  se  rainem' 
alors  aux  transcendantes  uniformes  que  définissent  les  éciiialidos 
algébriques  du  premier  onire,  les  équations  linéaires  et  les  fomiiiMis 
de  deux  variables  quadruplement  périodi(iues. 

M.  Painlevé  a  montré  qu'il  en  sera  ainsi  toutes  les  fois  que  l'on 
peut  choisir  les  constantes  d'intégration  de  sorte  que  l'intégrale  uni- 
forme dépende  algébriquement  d'une  constante  ou  de  toutes  les  denx. 
Lorsque  y  est  fonction  transcendante  d'une  seule  constante  d'inté- 
gration, l'équation  difierentieile  se  ramène,  dans  le  cas  le  plus  déi'avo- 
rable,  aune  équation  de  Riccati,  dont  les  coefficients  dépendent  eux- 
mêmes  d'une  équation  de  Riccati  à  coefficients  algébriques  (').  Si  les 
deux  constantes  entrent  algébriquement  dans  y,  ré(|ua(ion  F  =  <> 
s'intègre  soit  algébriquement,  soit  par  quadrature,  ou  bien  se  ramène 
à  une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  (^).  Les  méthodes  de 
>L  Painlevé  permettent  d'ailleurs,  étant  donnée  une  équation 

F(,.r,J,j',7")  =  o, 

de  reconnaître  si  l'intégrale  générale  est  une  fonction  uniforme  de  .r. 
dépendant  algébriquement  des  constantes  d'intégration. 


(')  Comptes  rendus,  t.  CXVI.  p.  5G();  iSyl. 
(2)  Ildd..  t.  CWI,  p.  1-3;  i8o3. 
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On  iiiiive  ainsi  à  cette  coneliision  générale  :  tant  (juo  y  ne  renferme 
|)as  (l'une  façon  transcendante  les  deux  constantes  d'intégration  (de 
(|uel()ue  nianii're  (|u'on  les  choisisse),  l'intégrale  générale,  quand  elle 
est  nnilbrine,  s'exprime  au  moyen  des  transcendantes  connues,  aux- 
(|uelles  conduisent  la  tliéorie  des  équations  du  premier  ordre  et  celle 
(les  é([iialions  linéaiics.  .Mais  il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  l'inté- 
grale est  fonction  transcendante  des  deux  constantes;  l'équation 
V (.V,  y,y\y"')  =  o  peut  alors  détlnir  des  transcendantes  nouvelles, 
comme  le  montrent  certains  exemples  l'ormés  récemment  pai'  M.  Pain- 
levé. 

2.  Les  complications  s'accroissent  encore  (juand  on  [)asse  du  second 
ordre  aux  ordres  supérieurs.  C'est  ainsi  que  les  fonctions  modulaires 
et  fuclisiennes,  intégrales  d'équations  du  troisième  ordre  très  simples 
(où  .r  ne  figure  pas  explicitement)  admettent  des  coupures  variables 
avec  les  constantes  d'intégration.  De  telles  équations  du  troisième 
ordre  introduisent  donc  des  transcendantes  essentiellement  nouvelles, 
ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  du  second  ordie. 

La  dill'érence  est  encore  bien  plus  grande  lorscjue  .r  figure  explici- 
tement dans  l'équation.  Néanmoins,  quand  on  se  borne  à  considérer 
les  éi|ualions  d'ordre  ([uelcoïKjue,  où  .r  peut  figurer,  dont  l'intégrale 
est  uniforme  et  dépend  algébricjuement  des  constantes,  les  théorèmes 
énoncés  plus  haut,  dans  le  cas  du  second  ordre,  s'étendent  sans  peine. 

^Mais  tous  les  résultats  que  nous  avons  énumérés  jusqu'ici  ne  con- 
cernent que  l'intégrale  ç-e'/icm/e,  et  n'indiquent  rien  sur  la  recherche 
des  intégrales  uniformes  parliculières.  La  détermination  de  ces  inté- 
grales et  de  leur  nature  analyti(]ue  est  un  problème  plus  compliqué 
<|ue  le  |)roblème  analogue  relatif  à  l'intégrale  générale.  (Test  ce  (jui 
donne  (jueli|ue  intérêt  aux  résultats  (|ui  suivent. 

Je  vais  indi(|uer  (|uelques  simplifications  que  les  théorèmes  pré- 
(;édents  sur  les  zéros  et  les  pôles  des  intégrales  permettent  d'apporter 
à  l'étude  des  intégrales  uniformes  (parliculières  ou  générales)  de 
classes  étendues  des  équations  différentielles  d'un  ordre  (]uelcon(jue. 
A  l'aide  de  ces  théorèmes  et  de  quelques  théorèmes  de  la  théorie 
générale  des  fonctions,  nous  pourrons  réduire,  pour  des  types  assez 
"énéraux  d'éoualions,  l'étude  des  intégrales  uniformes  à  l'étude  ana- 
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logue  relative  à  dos  é(jiiat,ions  d'ordre  inférieur,  ou  à  l'élude  des  inté- 
grales holomor[)lies  des  autres  é(|uations.  J'indiquei'ai  des  types 
généraux  d'équations  d'ordre  queleon([ue,  pour  !es(|uelles  on  sera 
certain  que  les  transcendantes  uniformes  engendrées  par  l'intégration 
ne  sont  pas  distinctes  des  transcendantes  connues,  et  pour  lesquelles 
on  saura  reconnaitre  s'il  y  a  des  intégrales  uniformes  ou  non. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  il  s'agira  des  intégrales  uniformes 
n'ayant  (|ue  des  points  essentiels  donnés  à  l'avance,  isolés  et  en 
nombre  tini,  et  en  particulier,  des  intégrales  méromorplies. 


SUR  LES  ZEP.OS  F.T  LES  POLES  DES  INTEGRALES  ENHORMES. 


I .  L'ordre  d'un  infini  ou  d'un  zéi'o  quelconque,  inoliile  ou  tixe,  d'une 
intégrale  unifornie  est  toujours  fixe  et  égal  à  un  nombre  entier.  Par 
conséquent,  en  tenant  compte  des  tliéoi'èmes  précédents,  on  peut  énon- 
cer les  propositions  suivantes  : 

I.  Si  une  intégrale  uniforme  de  F  =  o,  contenant  une  ou  plusieurs 
constantes  d'intégration,  a  des  infinis  mobiles,  une  au  moins  des  con- 
ditions suivantes  est  remplie  : 

1°  I.e  polygone  de  F  a  un  ou  [tlusicurs  cotés  à  coefficient  angulaire 
égal  à  un  nombre  entier  négatif,  et  l'ordre  A  est  égal  à  un  de  ces  en- 
tiers; 

1°  Le  polygone  a  au  moins  un  sommet  multiple,  dont  le  doniainc 
comprend  un  ou  plusieurs  nombres  entiers  négatifs  n,,  n^,  «;,,  . . . ,  et 
tel  que  l'équation  en  X  relative  à  ce  sommet  admet  au  moins  une  racine 
indépendante  de  a  et  égale  à  un  des  entiers  n,,  n.^,  //;,,  ...;  l'ordre 
A  est  alors  égal  à  un  de  ces  entiers. 

IL  Si  y  est  une  intégrale  uniforme  de  F  =  o,  contenant  ou  non  des 
constantes  d'intégration,  et  lorscjuc  aucune  des  conditions  i"  et  2"  de 
la  proposition  I  n'est  remplie,  tout  pôle  de  •>- est  :  soit  une  racine,  soit 
un  pôle  d'au  moins  une  fonction  o,(.r),  ou  bien  une  racine  d'une  cer- 
taine équation  en  A,  et  voici  comment  on  peut  préciser  davantage  ces 
valeurs. 

Soient  h  l'indice  du  sommet  en  dr(Ml,  //,,  h.^,  ...  les  indices  de  ceux 
des  sommets  qui  sont  à  dioite  du  sommet  (/o  d  qui  comprennent  clia- 
P.  1^ 
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nin  dans  loiir  (loiiiainc  au  imiiiis  iiii  iioiiiljrc  cnlici'  iK'iialif,  s'il  existe 
(le  tels  somniels.  Alors  : 

I"  Toiiles  les  l'ois  (|iie  A  est  un  entier  néiçatil' eoinpr'is  dans  le  do- 
maine d'un  des  sommets  //,,  h. simples,  ou  du  sommet /«  supposé 

simple,  le  pôle  a  annule  (udle  des  fonctions  o,(.i-)dont  l'indice  est  égal 
à  celui  du  sommet  dans  le  domaine  (iii(|U(d  X  est  compris,  ou  rend  in- 
finie l'une  des  autres  lonelions  'f,(  J-)- 

■?."  Toutes  les  l'ois  (|ue  X  est  un  entier  néL!;atit'  compi'is  dans  le  do- 
maine d'un  des  sommets  /;,,  //_,,  .  . .  iniilliplcs.  ou  du  sommet  h  supposé 
nmltiplf.  le  pôle  a  est  :  soit  une  racine  de  ré(|uation  en  "/  relative  ii  ce 
sommet  (dont  le  domaine  comprend  A),  lors(|ue  dans  cette  équation 
on  remplace  X  par  un  des  entiei's  néiçatit's  (jui  se  trouvent  compris 
dans  le  domaine  du  sommet,  soit  un  infini  des  l'onclions  9,(>f)  ne  cor- 
respondant pas  <"i  ce  sommet. 

Supposons  <]ue  l'équation  F  =  o  ne  contienne  i)as  .r  explicitement. 

Si  elle  admet  nne  intégi'ale  uniforme,  elle  en  admet  alors  une  infi- 
nité, dépendant  d'au  moins  une  constante  arbitraire.  Pour  qu'une  telle 
intégrale  puisse  devenir  infinie  pour  une  valeur  finie  de  x,  il  faut  que 
le  polvgone  ail  au  moins  un  cùté  ;i  coefficient  angulaire  égal  à  un  en- 
tier négatif,  et  (]ue  X  soit  égal  à  un  de  ces  coefticients  ;  ou  bien  qu'il  y 
ait  un  ou  plusieurs  sommets  multiples  tels  que  l'équation  en  X  admette 
des  racines  entières  négatives  et  comprises  dans  le  domaine  du  som- 
met ;  alors  X  est  égal  à  l'une  de  ces  racines.  Si  aucune  de  ces  conditions 
n'est  remplie,  loule  intégrale  incruniorpJw  de  V équation  est  liolomorphe 
dans  tout  le  jilan. 

Knlin,  il  est  facile  de  transformer  foutes  ces  propositions  en  propo- 
sitions analogues  concernant  les  zéros  des  intégrales  uniformes. 

2.   Posons  dans  i'é(|uation  donnée 

(')  l''('-.j..r',  ...,.»■"")  =  0 

y  ^ -- ->r  a,  011  a  est  une  constaiile  indélcrniinée  ;  l'équation  se  trans- 
forme en 

i  =  t 

<!>(,,/■,  --,  z',  .  .  .,  z.  I'')  --  V  "l',i_,r,  a)c'  '.;'s,., .  .  .  si/"*,..— o. 
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où  les  Sj.j  sont  des  entiers  positifs  et  les  ■-[',(a'.  a)  des  polynômes  en  y. 
dont  les  coefticients  sont  fonctions  de  r. 

Supposons  consti'iiit  le  système  (M,,  N,)  de  il>.  Dans  ce  système  il  y 
aura  au  moins  un  ensemble  de  points  (M,,  N,)  tels,  qu'en  les  suppri- 
mant, le  polygone  II  du  système  qui  reste  ne  remplisse  pas  les  condi- 
tions 1°  et  2"  de  la  proposition  précédente  I  (p.  89).  Soit 

(M/,,,N/„),         (M/,,,  N/,J,         ....         (M/,pN/,<) 

un  tel  ensemble.  Si  les  k  écjiia/ions 

(A)  W/„(.r,x)  =  o,         'I\(.^•,a)  =  o,  ...,  T/,J.r,  a)r=o 

ont  mie  racine  a,  commune  et  indépendante  de  x,  les  valeurs  de.i\  racines 
de  l'équation  v(r)  —  a  =  o  [où  y  est  une  intégrale  uniforme  quel- 
conque], sontjixes  et  connues  à  l'avance. 

Si  le  nombre  de  ces  racines  a  surpasse  2,  et  si  x  ligure  algébrique- 
ment dans  F  =  o,  toute  intégrale  méromorpltc  {ou  plus  généralement  à 
un  nombre  fini  de  points  essentiels)  est  une  fraction  rationnelle  en  x. 

Posons  dans  l'équation  (O^v  =  -  -1-  //,  u  étant  une  fonction  de  x  in- 
déterminée; cette  é(|uation  deviendra 

^'{x.z,z',  .  ..,z''')=  V  £î,c'o,.-;'-'.,....c""V  =  o, 

où  les  Sjj  sont  des  entiers  positifs  et  les  i2,  des  polynômes  en  u,  u',  .... 

u'P^  dont  les  coefficients  sont  fonctions  d(!  x.  Les  indices /«,,  A-, h,, 

étant  définis  comme  tout  à  l'iieure,  si  les  k  équations  différentielles 


ont  une  intégrale  mcromorphe  u  =  yfx)  commune,  les  racines  en  x  de 
l'équation  y(x)  —  y  (x)  =  o  \_où  y  est  une  intégrale  méromorp/ie  quel- 
conque de  (i)J  sont  fixes  et  connues  à  l'avance. 

3.  Soit  F(j,  j',...,y')=  o  une  équation  où  a- ne  figure  pas  explici- 
tement; si  elle  admet  une  intégrale  méromorpbe,  elle  en  admet  une 
infinité.  Si  le  polygone  de  F  =  o  n'a  aucun  côté  à  coefficient  angu- 
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hiirc  cnlici'  iiéij;;ilir,  cl  si   Téquation  eu  A  l'chilivc  au  sommot  rrr  droil 
n'a  aucune  racine  entière  e(  néi^'alivc,  /oii/r  inirgialc  nièroiiiorphc  csi 
/idlomorplic  dans  tnitl  le  plan. 

Supposons  niainlenant  (pie  les  condilions  suivantes  soient  rem- 
plies : 

A.  /.'■  i>(>ly<;(>iir  a  lin.  et  un  sent,  eùlè  à  coej/ieienl  angalai/c  entier 
et  nèLj;atif,  et  ee  eoejjieient  est  égal  à  —  \  ;  de  plus,  jiarnil  les  sommets  à 
domaine  négatif,  il  n'y  en  a  aiieiin  tel  ipie  iéipialuui  en  A  relative  à  ce 
sommet  ait  des  racines  entières,  négatives  et  eom/mses  dans  le  domaine 
de  ee  sommet. 

Alors,  si  une  intéi;rale  inéroinorphe  >■  a  des  pôles,  ee  son(  des  |)ùles 

siMi|des.  La  limite  p  du  lapport  -7^ —  pour  j:' =  a  est   le  résidu  de  y 

rtdatifi»  un  l(d  pôle,  et  ce  résidu  est  égal  à  une  des  racines  p  non  nulles 
de  ré(|uation  en  p 

(1)  V  A,B,p"'  =  o, 

relative  au  côté  à  coefficient  angulaire  —  r,  où  il  faut  poser  dans  les  A, 
A  =  —  I .  Par  conséquent,  ces  résidus  sont  indépendants  des  eonslanles 
d'intégration  et  seront  toujours  connus. 

\\.  L'éipialion  en  p  (  la  condition  A  étant  supposée  remplie)  n'a  qu'une 
seule  racine  non  nulle,  ou.  s'il  y  en  a  plusieurs,  leurs  rapports  deu.v  à 
deii.v  sont  tous  positi  fs  et  cornmensiiraldes. 

U(!marquons  qu'il  est  facile  de  s'assurer  s'il  en  est  ainsi  sans  ré- 
soudre réijuation  en  p,  car  en  la  mettant  sous  la  forme 

p"'  +  T,  p'"-'  +  T,p'"--  +  ...-+-  T„,  =  o, 

aucun  des  coelticienls  T,,  ..  .,  T„,  ne  peut  élre  nul,  et  si  l'on  forme  la 

Iransforniée  en  n  =  tI-  de  celte  é(|ualion,  cette  transformée  doit  avoir 

Idiiles  ses  racines  a-,,  7^,  ...,  7,„  réelles,  négatives  et  commensu- 
rahles,  car  si  l'on  désigne  par  ro,  , ,  îti,  o.  •••,  ^i.,„  \^^  rapports,  tous 
commensuraldes  cl   positifs,  des  racines  p,,  p.,,  ...,  p,„  ;i  la  racine  p,, 
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on  aura 

p, 

).-m 

I 

^'-t; 

A-=m 

1,  =  1 

nombre  nésratif  el  commciijurable. 


On  calculera  donc  facilement  toutes  les  racines  de  requation  en  c. 
et  par  suite  celles  de  l'équation  en  c;  ou  bien  on  constatera  qne  la 
condition  B  n'est  pas  remplie. 

Les  conditions  A  et  B  étant  remplies,  il  existera  un  nomhie  T  (  réel 
ou  imaginaire  ),  tel  (jue 

les  UL,  étant  des  entiers  positifs,  premiers  entre  eux.  L'intégrale 
^  I  vc/tik"  peut  alors  avoir  que  des  périodes  polaires,  qui  sont  des 
multiples  entiers  de  2-/,  et  la  fonction 

sera  une  /onction  entière  de  x.  L'intégrale  méromorphe  v  peut  alors 
être  mise  sous  la  forme 

G(.r)  étant  une  fonction  entière  généralisant  (dans  les  cas  on  rinlégrale 
est  effectivement  méromorphe)  les  fonctions  Al(.r)  de  M.  Weicrslrass  ou 
les  fonctions  0  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiejues.  On  a  ainsi  la  re- 
présentati(m  de  1-  par  un  quotient  de  deux  fonctions  entières,  et  G(.r) 
satisfait  à  une  équation  d'ordre  p  +  1  facile  à  former  au  moyen  de 
l'équation  donnée  en  y. 

Vérifions-Ie  sur  l'exemple  simple 

on  vérifie  facilement  que  les  conditions  A  et  B  sont  remplies  et  que 
l'équation  en  p  relative  au  seul  coté  à  coefficient  angulaire  négatif. 

lequel  coefficient  est  égal  à  —  i,  a  une  seule  racine  p  =  —  ^,, •  Par 


(  94  ) 
(■oii.s('m|IU'mI,  la  (onction 

-A'  Tr ''.'■ 

(!st  une  (onction  entière  de  x,  si  v  est  méroniorplic,  ce  qui  est  ici  le 
c;is,  car  l'intégrale  générale  de  l'équation  esL 

et  la  lonrli(»n  G(a-J  n'est  autre,  à  un  (acteur  constant  près,  (jue  la 
fonction 

(le  M.  Wcierstrass,  laquelle  est  bien  une  ('onction  entière  de  j". 

't.   Il  peut  arriver  que  l'équalion  F  =  o  ne  satisCassc  pas  aux  condi- 
tions A  elB,  mais  qu'en  posant 

z^-R{r, y,  ■■■,.}■'"'), 

où  K  est  une  (onction  rationnelle  de  y,  y',  ...,  v'''  à  coefficients  a, 
constants  et  indéterminés,  on  puisse  disposer  de  ces  coefficients,  de 
sorte  ([ue  les  conditions  A  et  B  soient  remplies  pour  l'équalion  difle- 
rentielle  en  c,  obtenue  par  ce  changement  de  fonction.  Et  comme,  v 
étant  méromorplie,  z  l'est  aussi,  on  pourra  trouver  une  constante  T 
telle  que  la  fonction 

après  y  avoir  remplacé/  par  une  intégrale  méromorphe  quelconque 
de  F  =  o,  devienne  une  fonction  entière  de  .r,  satisfaisant  à  une  équa- 
tion d'ordre /;  -l-  q  qui  se  déduit  de  ré(|uation  proposée  en  v. 

Ces  fonctions  G(a')  généralisent  ainsi  ce/les  signalées  par  M.  Picard  {*  ) 

et  relatives  à  l'é^inition 

v"=^R(v,j'), 

lorsque  son  intégrale  est  méromorphe. 


(')  Tliéorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  varialjtes  (Journal  de  Mathématiques 
parcs  cl  appliquées,  [).  ■.>83-287;  1889. 


(  9-5  ) 
M.   Picard    a   montré,   notamment,   que  lorsque    l'intégral»-  y  tic 
'équation 


(3) 


y "  +  a  )■'  -H  0  y-  -i-  cy  +  cl  ^  ky  y'  : 


(où  a,  b,  ...,/•  sont  des  constantes  )  est  inéromorphe.  on  peut  déter- 
miner neuf  constantes  A,  B,  ('.,  /»,  n,  p,  y,  r,  s,  de  telle  sorte  qu'en 
posant 

Y  =  A>-  -nB/  -f-Cv', 

F  =  m  Y^+nY^^pY  -r-  (7  Y  -s-  /■)  Y' +  sY'K 

l'expression 

G(x)  =  eJ'frf,. 

soit  une  fonction  entière  de  r.  satisfaisant  à  une  équation  du  troisième 
ordre  facile  ii  former,  et  qui  doit  avoir,  dans  ce  cas,  pour  intégrale 
générale,  une  fonction  entière. 

On  retrouve  ce  résultat  aussi  pai'  ce  qui  pi'écède,  et  l'on  peut,  de 
plus,  ajouter  la  remarque  suivante,  relativement  à  l'équation  (3).  Le 
polygone  de  l'équation  est  celui  de  la  J/'g.  9,  où  les  sommets  A,  B,  C 

Fis-  9- 


ont  pour  indices  respectifs  i^  1,6,  2.  La  condition  A  est  donc  rem- 
plie, et  l'équation  en  c,  relative  au  côté  AC,  après  la  suppression  de 
la  racine  nulle,  est 

(10-  —  Ap  -t-  2  =  o. 

Par  conséquent,  loufes  /es/ois  que  la  quantité 

k  -  v77^^"877 
A-  ^  V  A^-Sa 

est  un  nombre  réel,   positif  et  comniensurable,  on  peut  trouver  une  con- 


(  9('  ) 
slanle  K  telle  que.  G  (a?)  =  e^^^''^  soit  une  fond  ion  entière  de  .v,  quand  on 
y  irmplare  y  pur  une  intégrale  mèromorphequeleorique  de  y. 
(loiisidéi'ons  Tôq nation 

(4)  _>■"-)- P(j)/+0(,')  =  o, 

où  P  (■(  0  sont  (les  polynômes  on  y  de  degré  m  et  n.  On  verra  sans 

peine  (|ne  si  n  ~  m -{-  2,  //<>-i,  et  en  désignant  parc/,,  et  h„  les  coel'ti- 

'■"  /' 
cicnls  des  piiissanees  v'"  et  }"(hins  I'  et  O,  l'expression  c"""         est  nne 

(onelion    enlil'ir   <!c  .r    pour    toutes    les    intégrales    v    méroniorplies 

de  (Y). 

Si  m  =  ],  on  aurait  l'exemple  préeédemnient  cité  de  Î\I.  Picard.  Si 

m  ^  I  et  n  ^  m  -+-  2,  le  polygone  de  (4)  n'a  aucun  coté  à  coeCticient 

angulaire  enliei'  et  négatif;  dans  ce  cas,  l'intégrale  )%  si  elle  est  méro- 

niorplie,  est  entière. 

siu  rxK  CLASSK  d'intix.rai.es  premières. 

I.  On  appelle  généralement  intégrale  première  relative  à  une  é(jua- 
lion  dilTérentielle  donnée  \'(,v,y,y' ,  ...,  v'''\)  =  «'  une  fonction  de  la 
variable  indépendante  x,  de  l'inlégi'ale  générale  y  t't  i^le  ([uel(|ues-unes 
(le  ses  dérivées,  (|ui  reste  constante  en  vertu  de  l'équation  F  =  o  et 
telle  (|ne,  par  la  diU'érenlialion  de  C(!tte  expression  par  rapport  à  .r, 
on  retrouve  ré(iuation  F  =:  o.  Une  telle  fonction  se  réduit  ii  une  con- 
stante, quelle  ([ue  soit  l'intégrale  particulii're  considérée,  et  c'est  la 
valeur  seule  de  cette  constanle  (|ui  varie  a\('i-  cette  intégrale  [lai'ticu- 
lii'rc.  (les  fondions  sont  une  sorte  d'invariants  relatifs  aux  intégrales 
de  l'é(|ualion,  valaldes  pour  toutes  ses  intégrales,  (|uelle  (|ue  soit  leur 
nature  analyti(|ue. 

Mais,  outre  ces  intégrales  pren)iéres,  on  peut  en  considérer  d'autres 
valables  seulement  pour  les  intégrales  d'une  eertaine  nature  analytique. 
Ainsi,  il  y  a  des  classes  étendues  d"é(]uations  d'un  ordre  (juelconque, 
où  l'on  peut  conclure,  en  vertu  des  propriétés  générales  des  fonctions 
d'une  certaine  nature  analyli(|ue,  ([u'iiiie  fonction  <I>(.r.  1-,  v',  . . . ,  J^^') 
doit  se  réduire  ;i  une  constante,  à  une  l'onction  algél)ri(|ue  de  .r,  etc., 
lors(|u'on  y  remplace  y,  non  pas  par  une  i//tégrale  quelconque  de  l'équa- 


(  !)-  ^ 
lion  F  =  n,  mais  pdr  /es  iz/té^rah-s  d'une  iialun'  donnée.  Ces  inléirrali's 
seront,  pnr  exemple,  les  intéirrales  à  n  valeurs,  les  intés^i'ales  uni- 
formes ou  péiioili([ues,  etc.,  qu'elles  soient  iuléii'i'''lt'>  parlieiilii'res 
ou  qu'elles  (li'pendent  il'uu  certain  nitml)i-e  de  eonst;tntes  d'intéiira- 
tion. 

Les  inté;,nales  piemièi'es  ordinaires  peuvent  être  considérées  comme 
une  sorte  d'invariants  relatifs  à  toutes  les  intégrales  do  ré(juation. 
quelle  que  soit  leur  nature.  Les  intégrales  premières  telles  (jue  <l» 
seraient  alois  des  invariants  relatifs  à  une  classe  déterminée  d'inté- 
grales. A  ce  point  de  vue.  la  diirérence  entre  ces  deux  soi'tes  d'inva- 
riants rappelle  la  dilference  (]ui  existe  entic  les  deux  sortes  d'inva- 
l'iantsdans  la  théorie  des  e(|uations  linéaires,  entre  ceux  considères 
par  Halphen,  valaldes  ijneHe  que  soil  lu  /lalwe  des  fonctions  entrant 
dans  la  suhstitiition,  et  les  invariants  d'une  nature  plus  spéciale,  con- 
sidérés par  M.  Poincaré,  où,  au  contraire,  les  fonctions  qui  entrent 
dans  la  suhstitution  ne  sont  pas  quelconques,   mais  rationnelles  en  .r. 

Je  me  propose  de  montrer  l)ri('vement  comment  les  tliéori'mes  e\- 
posés  précédemment  sur  les /.(''rus  cl  les  p('iles  des  intégrales  uniformes 
joints  à  quelques  pro[)ositi(}iis  de  la  théorie  générale  des  lonction> 
permettent,  dans  des  cas  étendus,  de  trouver  des  intégi-ales  pi'ejuii'res 
relatives  aux  intégrales  uniformes  de  re(|uation  ((|u'elles  soient  |)ai- 
ticulièi'es  ou  (|u'elles  dépendent  tl'un  certain  nombre  de  C(Uistanles 
d'inlégiation  ),  de  simplifier  la  recherche  de  ces  intégiales  uniformes, 
el  même  de  les  calculer  toutes  com|)létement,  dans  certains  cas  [>ar- 
ticuliers  quand  il  en  existe. 

Tout  ce  (|ui  va  suivre  l'cpose  sur  les  deux  lemmcs  suivants,  dont  le 
premier  nous  permettra  la  recliei'che  des  intégrales  meromorphes  dioi- 
hlement  péi-iodi(|ues,  et  le  second  la  recher'che  des  inté'grales  uni- 
formes en  général,  n'ayant,  ainsi  (lue  leurs  dérivées,  qu'un  nomhre 
Uni  lie  singularités  essentielles. 


Letnine  I.  —  Soient  F(  v.  v' v  ■'  )  =  o  une  équation  algébrique  en 

y.  y  .  ....y"  à  coefficients  constants;  v  une  intégrale  méromorphe 
doublement  [)ériodique  de  F  =  o  et  R(,  i-,  v', .  .., y"'*)  une  fonction  ra- 
tionnelle en  >',  y' )  '  à  coefficients  constants. 

Si  la  fonction  11  ne  s'annule  poui'  aucune  valeur  finie  de  -r,  ou  eu- 
\\  i3 


(  o8  ) 

C(»rc  si  elle  i)";i  pas  de  j)ùles  ii  (lislaiice  tinic,  l'intciii'alc  coiisiilci'ée  v 
est  communi'  aux  deux  é(iiialions 

F(  r,  j',  .  ..,y"'')  =o, 
H(, )-,,>',  . ..,,)  '/  )  =  C, 

où  (",  ('sl  une  couslaiitc  arl)ilraii('  ou  ronvenalilciiicnt  clioisie. 

(Icci  n-sullo  ininuMlialcineiil  du  (héori'uio  de  l/iouvillc  sur  les  zéros 
cl  les  polos  des  fonctions  niéromorplies  doublement  périodiques. 

Lrrnincll.  —  Soient  F(.i-,)-.v'.  ..  .,v"'' )  =  o  une  équation  algélirique 
en  v,  V,  v' y''  :  v  une  intégrale  unit'ornie  de  F  =  o  et  sans  cou- 
pures, et  R(a7, y,  r' v'"  une  fonction  rationnelle  de  x,  y, y',  .... 

V'"".  Si  l'on  peut  trouver  trois  constantes  a,  h,  c  telles  que  les  trois 
é(|  nations 


(0 


R  —  (7  :=  o,  H  —  h  -■  O,  R  —  c  ^  o 


(après  avoir  remplacé  dans  R  y  par  Tinlégrale  considérée)  n'aient 
(|u'un  nombre  tini  de  racines,  l'intégrale  >'  est  commune  aux  deux 
équations 

F(  ./•,  j,  _>•',  ...,!''')  =  o, 

R(.r,  r,  r',  .  .  ■ ,  y"'  )  =  '-(.r), 

où  r{.r)  est  une  fonction  rationnelle  de  -v. 

Si   les  trois  équations  (i)  n'ont  pas  de  racines,  y  est  commune  à 

F  =  o,        R  ^  coiisl. 

Ceci  résulte  du  théorème  connu  de  M.  Picard  sur  les  zéros  des  fonc- 
tions uniformes  sans  coupure. 

L'ap|)lii'alion  de  ces  deux  lemuK^s  conduira  donc  aux  intégi'ales 
])remii'res  H  =  consl.  ou  U  =  /(r  );  une  fois  ces  intégrales  premii'res 
connues,  la  reclierclie  des  intégi'ales  uniformes  de  l'équation  F  =  o 
se  ramène  à  celle  des  solutions  comnnines  à  deux  équations  dilleren- 
tielles,  ce  qu'on  fera  par  différenliations  et  éliminations  des  dérivées 
successives  de  V.  Si,  par  ex('m|)le. />  >  y,  on  dillérentiei'a   ré(|nalion 


(  w  ) 

R  =  r(.r)  [ou  \\  =^  const.]  p  —  '/  fois  par  l'apjKM't  à  r,  cl  fii  l'IiiiiiiiMiit 
yp)  entre 

(')  F  =  o 

et 

on  aura  une  équation  (3)  d'un  ordre  inférieur  à  p,  admettant  toutes 
les  solutions  communes  à  (i)  et  ('2).  En  opérant  sur  (2)  et  (  3)  comme 
SLir('i)  et  (2),  on  remplacera  Wwn'  de  ces  é(|uations  [lar  une  autre 
d"un  ordre  moindre,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  ainsi  une  suite 

(A)  (l),        {■!),        (3),        ....        (/»  —  ■'.),        (W-l),        /H,        ... 

d'équations  dillerentielles.  et  deux  cas  penvent  alors  se  présenter. 

l'rcnticr  cas.  —  Quelle  (|ue  soit  la  Iracdon  rationnelle  /■(.»)  (ou  (]  ), 
on  finit  par  tomber  sur  des  équations  d'ordre  zéro.  On  est  ramené  alors 
au  problème  élémentaire  suivani  :  Trouver  les  solutions  communes 
à  deux  équations  algébri(|ucs:  ces  solutions  sont  alors  nécessairemeiil 
alifébriques  en  .r.  l'our  (iiie  F  =  n  admette  des  intégrales  uniformes, 
il  faut  et  il  suffit  que  parmi  ces  solutions  algébriques  il  v  en  ait  au 
moins  une  de  rationnelle  et  satisfaisant  à  F  —  <>.  Toiilc  inii'^idlc  11//1- 
fnrme  est  alors  lationtu'llc.  Si,  en  pariiculier,  F  et  1{  ne  contiennent  |ias 
.iM'xplicitement,  il  ne  |)eut  y  avoii'  d'intégrales  uniformes  autres  (|iie 
y  =  eonst. 

iJeuxicmc  ras.  —  On  peut  cboisir  la  fraction  ratiimnellc  indéter- 
minée (ou  C  )  de  soi'te  (pie  les  é(|nalions  de  la  suite  (A)  ii  partir  d'un 
certain  rang  se  réduisent  à  des  identités.  Soit  {ni}  la  piemii'rc  des 
équations  de  cette  suite  se  réduisant  ii  une  identité.  Toute  intégrale 
commune  à  F  =  o  et  R  =  r{x)  est  alors  intégrale  de  l'équation  (m  —  r  ): 
par  conséqtient,  P  =;  o  ne  peut  avoir  d intégrales  uniformes  autres  (j ne 
celles  définies  par  {  m  —  \).  Pour  que  F  =  o  admette  de  telles  intégrales, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (m  —  \  )  en  admette,  et  que  parmi  ces 
intégrales  il  y  en  ait  qui  satisfassent  à  F  =  o.    La   recbcrclie   des   inté- 


(   I')()  ) 

i,M"il('s   iinifonncs  de    r(''(]ii;i(i()n    pi'oposcc  se  (couve  donc  ranicnrc  à 
I  cliidc  (t  une  rijuatinn  d'un  ordre  moindre. 

Si,  |i;ir  exemple,  l'e(niali()n  (  //;  —  i  )  ne  eoulieiil  (|iie  .r.  r, ,}''.  ré(|iiii- 
(idii  |ini|)(isée  I''  --  o  ne  peiil  adiiiellre  d'aiilies  I  laiisreinlaiiles  niii- 
(ornie>  coiniiie  iiih'i^rales  (|iie  eidles  (l('dinies  |»af  le  premier  ordre. 

On  saiii"i,  par  exemple,  reeonnaili'e  si  F  =  o  admet  une  inléi^q-ale 
unU'orme  dependani  d'une  eonslanli'  d'iulegralion,  et  de  calculer 
celle  inlei^rale  dans  le  cas  (m'i  elleexisle.  lue  tidle  inléi^rale  est  une 
l'ouclion  rationn(dle  :  s(nl  en  r  e|  en  o|.l(.r)|  [oii  '^  est  une  ('onction 
meromorphe  (lonl)lemenl  periiidi(|ue,  el  .1  (.»■)  une  intéi;rale  a  bel  i  en  ne  |. 
soil  en  r  el  en  //.  //elaul  inlei;rale  d'une  ei[ualion  de  Hiccali  ;i  coel'- 
licienls  ali;éliri(|ues  en  .v. 

Si  re(|nalion  ( ///  —  i  )  ne  contient  (|ue  .r,  >-,  r',  >  ",  on  saura,  par 
exemple,  reconuailic,  [)ar  les  métliodos  de  IM.  Painlevé  r(dalives  aux 
é(|uations  du  second  ordre,  si  F  =  ()  admet  une  intégrale  unirorme 
dépendant  ali;él)ri(|nenient  de  deux  constantes  d'intégration;  on  cal- 
eiilei'a.  dans  ce  cas,  celle  intégrale  soil  algebriquemeiil,  soit  par(|Ua- 
dratui'cs.  ou  hien  par  l'intégration  d'une  é(|iuiliou  linéaii'c  du  troisii'ine 
ordre. 

D'une  manii'i-e  générale,  la  connaissance  (J'iine  intégrale  |ircmi('i'e. 
tidle  (|iie  II  =:  /  (  .r  )  ou  W  =^  cou  st.,  r(dalive  aux  intégrales  d'une  cer- 
taine nature  analyli(|uc,  sim[)litie  l'éluile  de  ces  intégrales  el  souvent 
permet  de  les  calculer  coniplètoment. 

1.  .le  vais  iuili(|uer  ici  comment  ou  est  conduit  ii  considéi'ci' de  telles 
intégrales  preuiii'res  et  montrer  coniinenl   (ui   peut   ('(uauer  des   Ivpes 
généraux  d'e(|ualions  pour  les(|U(dles  on  connaîtra  ces  intégrales. 
Soit  I?  (  .r,  r,  \' ,  ...,  r'  )  une  l'onction  rationnelle  donnée  de  .^sr, 

)  V ''  il  coelticients   constants  el   indéterminés  a,,r/_, (/^.   et 

ellécluous  dans  l'équation  donnée  F(.r,j-,  )  ' }■  ''  )  =  o  le  cliange- 

UH'nl 

I 

-  ~  li  (,r,  r,,)-',  .  .  .,  r''"  Y^^a 

(où  a  est  une  constante  indcteiniinée  ),  en  prenant  =  comme  nonvcdle 
l'onction. 


(      lOI     ) 

l.;i  nouvelle  'MjiKitioii  sera 
(■i)      M"!./-,  ;,  :' c  ''-'')  —y  i,  (.r.  y., a, r/^  )  z"-.  :■'-.  ...  z  />+'/",.-.,-  =<>, 

nii  les  -l,  sont  des  polynômes  en  a  .  y. y./,. 

Supposons  construit  le  système  (  .M,,  N,  )  relatif  à  (  ^  )  et  soit 

(3)  iM,,.\,,!,     (M.^.NaJ (M/,,.N/,/>. 

un  ensemlile  de  |H)inlsde  ce  système,  tel  (|u'en  les  su[iiiriniant  le  poly- 
^one  H  du  systi'ine  (|ui  reste  ne  l'emplisse  aumine  des  conditions  i" 
et  2"  de  la  proposition  1  (  [t.  Sç)  ).  Alors  : 

N?  /csy  ('(jiialions 

■}/,,  I'-.  y-,  (' "•.  >  ^  o, 

I , .  '  'ih\' ,  y-,  "i "',  I  =  '\ 

■II,   (  .r.  y.,  ri^,    .  .  . ,  r/,;  )  1^  11, 

pour  /rois  valeiir.'i  7.,,  7._,,  a^  de  a,  aditwHciil  un  même  sysicmc  de  soin- 
lions 

(5)  «,,     «-,,      ....     ,•//, 

(quel(|iies-uns  des  r/,  pouvant  être  arbitraires)  indépendantes  de  ,r, 
l'écjnalion  proposée  F  =  o  a  (met  comme  intégrale  prendére  re/atiic  à 
tontes  ses  intégrales  méromoiphes 

(G)  lt(,r,   >•,)•',    ...,  J  •/")  =  /■(.'■), 

o«  /■( J')  f.v/  une  fraction  rationnelle  en  jl\ 

Car,  V  étant  une  intégrale  méromorplie  de  F  =  o.  l'inteijiale  ;  de 
11'  =  o  (|ui  lui  correspond  est  aussi  une  fonction  méiomorplie,  et  si 
l'on  donne  à  a  l'une  des  valeurs  a,,  a^,  a.,  et  aux  <'oefticients  indéter- 
minés rt,  dans  R  les  valeurs  (5),  les  termes  de  M'  =  o  correspondant  à 
l'ensemhle  (3)  disparaissiMit.  Le  polygone  IT  du  systi'uie  (  M,,.  N,  )  de 
W  =  o  ne  satisfait  pas  aux  conditions  i"  et  y,"  citées  tout  ii  riieure. 
ce  qui  montre  que  les  pôles  de  l'intégrale  :  sont  tlxes  et  annulent  ou 


(    n.o   ) 

rciidciit  inliiiif^  l'iino  ,iii  iiioiiis  des  fbmiioiis  y,;  iFoii  l'on  (•(iDcliil  (|ii(' 
CCS  jHilcs  soiil  Cl)  ii(hmI)I'c  liiiiili'.  Il  s'ensuit  (|uc  les  Ir'ois  é(|iiati(iiis 

It  —  a,  —  o,  I!  —  y..,---  (),  |{  —  ^3=:=  O 

n'ont  qu'un  nonihre  limité  de  racines.  Par  conséquent.  R(j',  v, ....  v'^') 
se  réduit  à  une  fraction  rationnelle  en  ./•  Iors(]u'on  y  remplace  y  par 
une  in(é;,'i'ale  mcromoi'|ilic  (|nclcon(|ue  de  F  =  o,  ce  (|u'il  l'allail  d<'- 
uionlrer. 

Si  ni  F  ni  H  ne  contiennent  .r  ex|ilici(eincnt,  ef  si   le  systi'uie  (5) 
exisle,  on  a,  comme  inléi^fale  |iremii're, 


O 


!!(.)•,  ,)•',  .  .  ..  y  '/')  —  coiist. 


Supposons,  en  particulier,  qu'il  s'ai^isse  d(>s  intégrales  y  méi'omor'- 

plies  el  doublement  |i(''riodi([ues.  Alors,  si   les  équations  (  \  )  ont  un 

système  de  solutions 

3(,     (/,,     a ,,       ...     (Il,, 

on  aura  (  7  )  comme  l'inlégi'ale  premièi'c.  La  reclierclie  des  inléiirales  \- 
se  simplifie  aloi's  et  souvent  s'ell'ectue  complètement.  Ainsi,  par 
exemple,  si  l'équation  (//(  —  1)  de  la  suite  (A)  (  pai^c  <)()  )  ne  contient 
([Ile  \'  el  v',  cette  r'eclierclK'  s'ellcctue  compU'Iemenl. 

.I"iudii|ueiai  maintenant  une  des  maiiii'res  de  fornn'r  des  t_v[)es  liene- 
l'anx  d'e(|uations ,  pour  les(|uelles  ou  connaîtra  des  iutei;rales  pi'<'- 
mii'i-es  telles  (in'on  les  a  didinies  nrét'édemment. 


;?.  Soient  9(.r,  v  .  1  .  . . .  )  el  ]/(  v.  y' , y\  ■■  ■)  deux  polynômes  tels 
(|ue  les  sommets  rr;  droits  de  leurs  polyiçones  aient  mêmes  coordon- 
nées, (juils  soient  des  sommets  simples,  et  (|u';i  droite  de  ce  sommet 
ni  l'un  ni  l'autre  polygone  n'aient  des  sommets. 

Soit  ensuite  /'(  ;.  z' ,  z",  ...)  un  |iolynome  tel  qu'il  gauche  de  scm 
sommet  —,  gauche  il  n'y  ait  aucun  soninn-t.  et  (|ue  Fecpiation  en  A,  icla- 
tive  il  ce  sommet  m,  n'ait  aucune  racine  entière  et  positive. 

Remplaçons  dans  /"  plusieurs  ou  tous  les  coelficienls  constants  de 
;,  ;',  :",  ...  pai'  des  polynômes  absolument  arbitraires  en  v,  v',  y",  .... 
sauf  les  coefticieuts  des  termes  correspondant  au  sommet  u>  droit,  (|ui 


(  io3  ) 
resteront  constants.  Soit  F(r.  z',  :",  ...;  y,  v',  r",  ...  )  le  polynôme  ainsi 
obtenu.  Je  dis  que  : 

Toute  intégrale  Dièroinorphc  doublement  pèriuduiue  du  système 

F(;,  ;',  -",  ...■,y,y,r\  ...)  =  o, 

._  ?(/.  j'' J'"'  ■■■\ 
'Kj'',^'''  y"'  ■  ■■)' 

est  en  même  temps  commune  eiux  deux  étjualions 

F  (  (],  o,  o,  o,  .  . .;  y,  r',  i  ",  .  .  .  )  r^  o, 
9(.v..v',.v",  ■••)  ^^. 

où  C  f^/  une  constante. 

Pour  le  démontrer,  eonsidérons  ré(|uation 

Y \  z.  :■',  :" ,  ...  ;  y,  y' ,  y",  ...)  =  <), 

dans  laquelle,  [)ar  hy|>ollièse,  v,  v,  y' ,  .  .  .  ne  tiiiurent  pas  dans  les 
termes  correspondant  au  sommet  m\  l'équation  en  A  relative  à  ce 
sommet  aura  par  eonsé(iuent  tous  les  coefficients  des  puissances  de  A 
constants.  Comme  à  gaudie  du  sommet  n  de  /  (et  par  suite  de  F),  il 
n'y  a  aucun  sommet,  et  ([ue  réqualioii  en  A  relative  ii  ce  sommet 
n'admrt  aucune  racine  l'iitii're  et  positive,  d'apri'S  la  proposition  II 
(p.  89),  les  zéros  île  z(.v)  doivent  rendre  infini  au  moins  un  îles 
coefficients  de  z,  z',  z",  ...  dans  F,  ne  correspondant  pas  au  sommet  rr  ; 
et,  comme  ces  coefficients  sont  des  polynômes  en  v,  .}',,>".  •••  à  coef- 
ficients constants,  tout  zéro  de  z(x)  est  un  pùlc  de  yK^-r). 

.Mais  on  a 

of.v,  y' ,  }  ",  ■  .  ■)  -  f/,1  "'«■>•'"'"■  . . 

""  ^  ■L(y;y\y"7^.)  ~  IbTJ-^'"'...  ' 

où  a,  et  h,  sont  constants.  Posons 

y  —  (.f  -  O)'  -/^x), 

et  convenons  d'alTecter  de  l'indice  (nj)  toutes  les  (luantités  a,,  h,,  .M,. 
N„  etc.,  relatives  au  sommet  c  Comme  ii  droite  des  sommets  u  de  o 
cl  i/,  (jui  sont  des  sommets  simples,  il  n'y  a  pas  d'autres  sommets,  et 


(     in'i    ) 

(■(iiniiic  ces  deux  soniiiicls   oui   les  iimmiics  codi'ddiwKM's  (.Mn-  Nn^-  "il 
;nir:i,  dans  le  voisinait'  de  .t  ^-  (t  cl  (|ii(d  (lue  soil  >.  ciiliei'  et  positif, 

d'api'i's  les   milalioiis   du  Cliapilrc   [1.    On    sait   (  (!lia|i.    I  )  i|iir,    pour- 
.»•  ^  II, 

liiii  12,(  .'■)  -    o, 
Iiinl2;(,/1    --(> 

|poiir  tous  les  indices  /autres  (|ul'  i  =^  n.  Par  t'oiisé(ju(Mit,  on  a.  |)oiii' 
■  r  ^  a. 


(') 


lim  ;  = 


A',,  hrr, 


cl.  comme  celle  (|naiitité  est  diiTércnle  de  zéro,  on  voit  (jiie  z{.v)  n 
|ienl  s'annnici'  pour  un  pôle  de  )'(.r).  On  doit  donc  avoir  z  —  i-ousl. 
la  valenr  de  celle  constante  est  donnée  par  re(|ualion  (  i  ).  ce  ipii  donn 
l'inléi^rale  premii'i'e 

9(,r,,r',  r''.  .  .)  _  An^n 
'i(  r.  .rV"^^  ^  An^s,' 

La  proposition  est  ainsi  démontrée. 
Considérons,  par  exemple,  re(|nalion 

F  =  P  3  +  •!.  =  o, 

où  P  est  lin  polynôme  qiieicompie  en  y,  y\  y" . ...  et  o  et  '.{>  les  p(d\ 
nomes  précédents.  On  peut  écrire 


F  =  'M  I 


1"')=°- 


et  toute  intégrale  méromorphe  doublement  périodi(|ue  de  I"  =  o  est 
commune  soit  à  '^  =  o,  '\i  =  o,  soit  ii  P  =  o,  -l  =  d,  soit  à 


(    io:i   ) 

oîi  (]  est  une  constanle.  J'iii  indiciué  précédeinmeiil  coiiil)ieii  celle  eii- 
eonstance  simplifie  la  recherche  de  telles  intégrales. 

4.  Soient  o(.r.  i-.  v.  ..  .  )  et  ■l{x,Y.y,...)  <leiix  polynômes  en  a\v, 
y',  . . .  tels  que  leurs  polygones  respectifs  n'aient  pas  à  di-oile  de  leuis 
sommets  cr  droits  des  côtés  à  coefficient  angulaire  entier,  et,  de  plus. 
(|ue  ces  deux  sommets  rar  et  ôî' coïncident,  ou(juela  droite  qui  les  juini 
n'ait  pas  son  coefficient  angulaire  fini,  dillérent  de  zéro  et  négatif,  (ielle 
dernière  condition  revient  à  supposer  que  si,  par  exemple,  par  Fun  des 
sommets  nr  droits  (correspondant  à  o  et  à  ■!/)  on  mène  des  parallèles 
à  Oil  et  ON,  qui  partagent  le  plan  N()3I  en  quatre  quadrants,  l'antre 
sommet  cr  droit  ne  se  trouve  pas  dans  les  quadrants  (2^  et  (  ]). 


Soit/(:;,  z',z",...)  un  polynôme  en  r,  :■',  z".  ...  à  coefficients  con- 
stant, tel  que  son  polygone  n'ait  à  gauche  de  son  sommet  ût  gauche 
d'autres  sommets,  et  que  l'équation  en  A  relative  à  ce  sommet  ~,  n'ait 
aucune  racine  entière  et  positive. 

Remplaçons  dans/ plusieurs  ou  tou>  les  coefticients  constants  de 
;,  :■',...  par  des  polynômes  absolument  arbitraires  en  r,  v',  v".  .  ..  à 
coefficients  constants  ou  fonctions  algébriques  de  jp,  mais  en  laissant 
constants  les  coefficients  des  termes  correspondant  au  sommet  nr 
gauche.  Désignons  par  V(x.  y. y',  ...,:■,:'... .)  le  |)olynome  ainsi 
obtenu. 

Soit  enfin  0(«)  un  polynôme  quelcon(|ue  en  a,  ayant  plus  de  deux 
racines  distinctes  et  non  nulles.  On  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toute  i/itcqra/c  uniforme  v,  /i  avant  (juin/  miinhre  Jini  de  points  essen- 
tiels, du  système 

(i)  F(x,y,j'.  .  .z,z\z" .  ..)=o, 


(  io6  ) 
est  en  Dicine  Icriips  une  inlci^ralc  ciinuniiiie  aiir  deux  ('(jualions 

(3)  F('x,j,.,',...,R,(.r),  ^,...j=o,  |  =  [\(j:), 

où  15,  (i  \\.  sont  (Iciij:  ftaclioiis  ralioiiiicllcs  en  .v  lires  par  l(t  nUtlion 

(4)  n,(.O  =  0[H(^-)l- 

P(Uii'  !<•  iiionlicr'.  je  (lis  d'abord  (iiic,  si  a  esl  une  racine  do  0(a  )  =  o, 
les  larines  x  =  d  de  l'équation 

o{j!-,r.v'  ■  ■  ■) 


'H-^'.j'.y'--  ■) 


(  lors(|n'on  v  ren)|daee  y  par  l'intégrale  définie  tout  à  l'heure  )  sont  en 
iioitthre  lirnih'.  i'our  le  montrer,  envisageons  ré(jualion  (  i  ),  et  remar- 
(]uons(jue  toute  racine  x  =  a  de  ("i)  est  aussi  une  racine  de  ré(|uation 
z(x)  =  o,  et  inversement. 

i'oni'  ré(|uation  (  r  ),  considérée  comme  é(|nation  en  z,  le  polygone 
esl  le  même  (lue  celui  de/(  ;,  :■' ,  :' . . .  .""i.  et.  de  plus,  l'éciuation  en  A 
relative  au  sommet  ôt  gauche  pour  F  est  la  même  que  pour/  Comme 
il  gainhe  du  sommet  —,  gau(he  de  /"il  n'y  a  aucun  sommet,  et  que 
cette  é(|uation  en  A  n'admet  aucune  lacine  enlii're  et  positive,  les  ra- 
cines de  ;(.r)=o  doivent  (d'après  une  proposition  du  Chapitre  I) 
rendre  intini  au  moins  un  des  cocrficients  de  ;,  ;',...  dans  F,  qui  sont 
polynômes  en  v.  v  .  ...  à  coefficients  algébr'i(|ues  en  or.  Par  conséquent, 
chacune  de  ces  racines  doit  être  soit  un  infini  de  ces  fondions  algébri- 
(|ues  eu  r,  soit  un  p(de  en  v.  Dans  le  premier  cas,  les  valeurs  .r  =  a 
son!  cerlainement  eu  nomlire  limité;  je  vais  montrer  (|u'il  en  est  de 
même  dans  le  sec(md  cas. 

Dans  le  voisinage  d'un  pê)le  x  =  a  de  v,  on  aura 

_v  =  (.r  — r/ )'-/_(, 1-), 
où  /.  est  un  entier  négatif  et  y  (  '■  )  ne  devenant  ni  nulle  ni  infinie  pour 


(    lo?   ) 
X  =  a.  SI  l'on  met  ç  et  •]/  sous  la  forme 


?  =29,(^)7"'»./""...  .  ./"' '"r, 
l  =  t 

•;=y]-i,(^-)  v"..j"' r'?"r, 

on  aura  (d'après  les  notations  du  Chapitre  I  et  en  appelant  ~/  |c  soni 
met  rrr  droit  de  y),  dans  le  voisinage  de  a-  =  a. 

Lorsque  a-  lend  vers  a.  on  a  (voir  le  Chapitre  I  ) 

liml>t^(.i-)  =  A„V,-:,(«)  •/.(«)"-- 

lim«;^  (.r)  =  A'^  i^(rt)  x(rt)'4  , 

lim £2,  ( ^-  )  =1  o         (  /  =;  t ,  3,  ....  .V,  sa ii  1'  /  =^  m  ) , 

limiî;  (.r)  =1)         ('  =:  I,  2,  .  .  . ,  /,  sniil'  /=  ra'). 

Distinguons  maintenant  les  trois  cas  suivants  : 

!'■'  CVS  :  Le  sojnnid  rn  esl .  par  rapport  à  —,' ,  dans  le  ipiadraiil  (i  )  ou 
sur  les  droites  qui  le  limilent.  —  On  a  aloi's  S-)  >S„  >  pour  toutes  les 
directions  A  négatives;  par  conséquent,  comme  l'équation  A^  =  o  n'a 
aucune  racine  "a  négative,  si  .r  ^=  a  n'est  pas  une  l'arine  de  s-  (  a  i  =  u, 

le  rapport  -  augmente  indétiniment  lorsque. r  tend  versa.  Ce  rappoi't 

ne  peut  donc  tendre  vers  la  limite  a,   ([ne  si  le  pôle  a  de  y  coïncide 
avee  une  racine  de  v^rt  a)  =  o  :  le  /lo/nhre  de  tels  pôles  est  donc  limité. 

i"  CAS  :  Le  sommet  —,  est,  par  rapport  à  ûj  ,  dans  le  (ptadraitt  (à  )  ou 
sur  les  droites  cjui  le  limilent.  —  On  a  alors  S-  >  ■<  S^  -,  pour  foutes  les 
directions  X  négatives,  ('omme  l'équation  .\_  =  o  n'a  aucune  racine  A 


(     io8   ) 

n(''i;alivc,  le  ra|)|)iirl  |  ne  pciil  tendre  vei's  lu  litiiite  a  l(>rs(]iie  -r  tend 
veis  ini  |iole  (I  de  y,  (|ne  si  a  coïncide  avec  une  racine  de  ■l^(a)  =  <i  ; 
/('  nombre  de  Icis  pôles  est  donc  encore  Itiuilé. 

3''  CAS  :  Les  sommeis  u>  et  ci'  eoïneideni .  On  a  alors  .Mr,  =  .M^. 
N^  =  N„.,  et,  |)ai'  conséquent,  S^./  =  S„'>  (jind  {\\n'  soit  "A;  donc 

lllll  -j  =      ,-  -j • 

'\i  Ar,-  |n'(f  ) 

Celte  limite  doit  être  éi^ale  ;i  la  racine  a  de  0(  a  )  —  d;  donc  a  doit 
être  éij;ai  ii  une  l'aciiK;  de  ré(|Lialion  algébrique 

((i)  A„  ?-('-')  ~  ^  A-''in(«)  =  o, 

ce  (|ni  montre  (|ne  les  a  sont  en  nombre  limite.  Le  seul  cas  oii  ceci  peut 
tomber  en  défaut  est  celui  où  réiiuation  (O),  apri's  avoir  remplacé  A,:, 
et  An  |)ar  les  expressions  en  A,  admet  une  racine  A,  indépendante  de 
<t.  enlii're  et  néi;ative,  et  lorsque  l'ordre  A  du  pôle  et  de  v  est  éi^al  à 
celle  racine. 

\'A\  résumé,  rc([ualion  (  ")  )  'il'  peut  avoir  (|u'un  nomlire  lini  de  ra- 
cines. Par  conséquent,  si  l'équation  0(  y.)  =  o  a  plus  de  deux  racines 
non   nulles  et  distinctes  (Mitre  elles,  on  aura    comme  intégrale   pre- 

niii're 

9(j-,  ,r,  .»■',  .  .  .) 


•M  ■'■•.>' '.>■'•  •••) 


:R(.r), 


OÙ  R(.i-')  est  une  fraction  rationnelle  en  .r. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Si  <p,i  et  F  ne  contiennent  a-  explicitement,  l'équation  (5)  n'a  pas 
de  racines  à  distance  finie;  on  aura  donc  comme  intégrale  première 

i-  —  const.  =  T'^^l'^  '    et    toute   inlégi'ale    uniforme   n'avant    pas    un 

nombre   infini   de   singularités   essentielles  du   systi'me   (i)  est  une 
intégrale  commune  aux  deux  écjuations 

A  ^9^ 

o,  o,  o,    . 


'• '  .^  ,._ 

0(.r,  y,  y\   .  .  .)  _    An  Or 


(      lOÇ)     ) 

On  peut  encore  lemarcjuer,  daii:!;  ce  deiiiiei' eus,  (|iie,  si  les  sdimiiets 
ûT  et  Gj'  ne  coïncident  pas,  loiilc  inlégrale  méroinorphc  de  (i)  est  fiolo- 
morphc  dans   tout  le  plan.    Ceci  lient  à  ce  lait  (jue,  si   la  diiréi'enee 

S„  ) — S„  )  «^ï^t  différente  de  zéro,  le  rapport  |^  lorscpie  -v  lend  vers  nn 

pôle  a  de  V,  tend  Ini-ménie  soit  vers  zéro,  soit  vers  l'intini,  et  jamais 
vers  une  limite  finie  et  dillérente  de  zéro.  Et  comme  on  a  l'intégrale  pre- 
mière I  =  C,  où  C  est  une  conslanle  linie   et  dillérente  de  zéro,  y  ne 

peut  pas  avoir  de  pôles. 

Les  principes  (|ui  [tréci'dent  emlirassent  nn  assez  grand  nombre  de 
résultats  (|u"il  m'est  impossible  de  développer  ici.  .l'ajoute  seulement 
qu'il  est  l'acile,  d'après  les  remarques  du  commencement  du  premier 
Chapitre,  de  former  des  cas  généraux  où  les  théorèmes  précédents  sont 
a|q)lical)les. 
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